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Предисловие 
В предлагаемом учебнике изложены все разделы теоретической ме-
ханики – статика, кинематика и динамика.  
Содержание раздела Статика отличается от содержания сущест-
вующих учебников и учебных пособий последовательностью изложения 
материала. Вначале приводятся основные понятия и определения статики, 
с использованием которых получено решение первой и второй задач ста-
тики. Вынесение определений в отдельную главу позволяет удобно поль-
зоваться ими при изучении всего курса теоретической механики. На базе 
основных понятий и определений с помощью аксиом статики в традици-
онной форме достаточно последовательно рассмотрены вопросы приведе-
ния системы сил к центру, частные случаи приведения, инварианты сис-
тем сил (первая задача статики), а также условия равновесия различных 
систем сил (вторая задача статики). Разделы трения, центра тяжести при-
ведены в традиционном изложении. 
В разделе Кинематика, содержащем большое количество примеров, 
в полном объеме излагаются вопросы кинематики движущихся объектов. 
Содержание раздела также отличается от содержания существующих учеб-
ников методологией представления материала. 
Наиболее трудные разделы кинематики – теория плоскопараллель-
ного движения тела, сферического движения, движения свободного твер-
дого тела – излагаются на базе теории сложного движения тела. Это по-
зволяет более четко представить физические основы рассматриваемых 
движений, сделать изложение материала более доступным с сохранением 
необходимой строгости. 
Практически впервые в раздел "Кинематика" включены вопросы ки-
нематики механических систем и механизмов. Это существенно расширя-
ет область рассматриваемых движущихся объектов, позволяет более четко 
установить преемственность кинематики с динамикой и следующей дис-
циплиной "Теория механизмов и машин". 
В разделе Динамика приводится изложение классической механики 
Ньютона, в основе которой лежат законы механики Галилея–Ньютона, 
принципы механики и колебаний механических систем. Большое внима-
ние уделяется строгости, логичности рассуждений и доказательств, вы-
полняется анализ физических основ механических явлений. Вместе с тем 
делается попытка использовать современные программные продукты, на-
пример Matematica 7.0, Pro / ENGINEER Wild fire 3.0. В разделе рассмат-
риваются меры механического движения – количество движения, момент 
количества движения, кинетическая энергия для материальной точки, ме-
ханической системы, различных видов движения твердого тела; приводят-
 10 
ся соответствующие примеры. Далее излагаются меры действия сил – им-
пульс силы, работа и мощность, потенциальная энергия. 
При установлении зависимостей между мерами механического дви-
жения и действия сил отмечается, что общие теоремы динамики точки 
представляют собой преобразованное к тому или иному виду основное 
уравнение динамики точки (второй закон Ньютона). Дифференциальные 
уравнения движения твердых тел позволяют выполнять динамический 
анализ любых механических систем, расчленяя последние на отдельные 
тела. В компактной форме показано применение общих теорем динамики 
в теории удара, приближенной теории гироскопов, в механике сплошной 
среды. Эти разделы достаточно часто встречаются при проведении много-
численных инженерных расчетов и вызывают определенные трудности у 
специалистов. 
При изложении принципа Даламбера обращается внимание на то, что 
метод кинемостатики, основанный на принципе Даламбера, широко ис-
пользуется в динамике механизмов при проведении силовых расчетов. При 
изложении методов аналитической механики показывается эффективность 
их применения для решения многих инженерных задач, в особенности свя-
занных с исследованием систем с несколькими степенями свободы.  
Большое количество примеров и разнообразных задач, приведенных 
в учебнике, ориентировано не только на более глубокое усвоение теории, 
но и на получение необходимых сведений по методике и навыкам реше-
ния задач. Можно надеяться, что, разобравшись с многочисленными при-
мерами, читатели смогут самостоятельно решить многие задачи по теоре-
тической механике. Вопросы для самопроверки позволяют организовать 
соответствующий контроль усвоения материала. 
В основу учебника положен многолетний опыт преподавания авто-
рами теоретической механики в Уральском федеральном университете           
им. первого Президента России Б.Н. Ельцина (ранее УГТУ-УПИ). 
Учебник в целом обеспечивает удовлетворение определенных ком-
петенций, может быть использован при модульном построении курса с 
различным числом зачетных единиц и для организации самостоятельной 
работы. 
Учебник не подменяет, а в иной форме передает изложение материала, 
приведенного в классических учебниках по теоретической механике [1–4,    
6, 7], или дополняет изложение материала по инженерной механике [5]. 
Авторы благодарны научному редактору учебника профессору, док-
тору физико-математических наук С.А. Берестовой за сделанные замеча-
ния, улучшившие изложение материала, и с пониманием примут критиче-
ские высказывания и пожелания от читателей данной работы. 
11 
Часть 1. Статика 
 
 
 
 
 
Введение 
Огромное количество задач, решаемых инженерами различных спе-
циальностей, связано с исследованием механического движения и меха-
нического взаимодействия материальных тел. 
Механическое движение – это изменение с течением времени взаим-
ного положения в пространстве материальных тел или  взаимного поло-
жения частей данного тела. Под механическим взаимодействием понима-
ют те действия материальных тел друг на друга, в результате которых 
происходит изменение движения этих тел или изменение их формы (де-
формация). Всякое механическое движение тел или их частей происходит 
по отношению к некоторой системе отсчета,  т.е. является относительным. 
Система отсчета – это система координат, связанная с твердым те-
лом, по отношению к которому определяется положение других тел в раз-
ные моменты времени.  Иногда системой отсчета называют само твердое 
тело, с которым связывают координатные оси. В большинстве задач сис-
тему отсчета связывают с Землей. 
Механика – наука о механическом движении и механическом взаи-
модействии материальных тел. В широком смысле этого слова механика 
охватывает целый ряд научных дисциплин: теоретическую (или общую) 
механику, механику твердого деформируемого тела, механику жидкостей 
и газов, механику машин и механизмов, строительную механику и т.д. 
Теоретическая механика – это раздел механики, в котором изучают-
ся общие законы движения материальных тел и общие свойства этих  
движений. Будучи по существу одним из разделов физики, теоретическая 
механика выделилась в отдельную дисциплину и получила широкое само-
стоятельное развитие благодаря своим обширным и важным приложениям 
в естествознании и технике, одной из основ которых она является. Беря 
свое начало от техники и развиваясь вместе с ней, теоретическая механика 
особенно тесно связана с техническими дисциплинами, в которых законы 
и методы теоретической механики используются как в обосновании ряда 
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исходных положений, так и при проведении многочисленных инженерных 
расчетов.  
Теоретическая механика изучает простейшую форму движения мате-
рии – механическое движение. Поскольку состояние равновесия (покоя) тела 
есть частный случай механического движения, то в задачу теоретической 
механики входит также изучение равновесия (покоя) материальных тел. 
Следует отметить, что инженер любой специальности в своей работе 
повседневно сталкивается с механическим движением. В каждой машине 
происходит движение различных тел: твердых, жидких, газообразных. 
Теоретическая механика является теоретической базой многих областей 
современной техники. В теоретической механике широко используются 
различные математические методы исследования. Для выделения главно-
го в изучаемом явлении применяют методы абстракции и идеализации. 
Так, например, при изучении механического движения тех или иных объ-
ектов реальные тела заменяют их моделями. В теоретической механике 
используются три вида моделей тел: материальная точка, механическая 
система, абсолютно твердое тело. 
Материальная точка – точка, имеющая массу. Это тело, размерами 
которого можно пренебречь в условиях решаемой задачи (например, ис-
кусственный спутник при его движении вокруг Земли). 
Механическая система – любая совокупность материальных точек. 
Любое материальное тело (твердое,  жидкое, газообразное) или систему 
тел можно рассматривать как механическую систему, образованную не-
прерывной совокупностью материальных точек. Разбив мысленно тело на 
частицы и трактуя каждую из них как материальную точку, получаем ме-
ханическую систему, составленную из совокупности взаимодействующих 
материальных точек. 
Абсолютно твердое тело – материальное тело, в котором рас-
стояние между двумя любыми точками всегда остается неизменным (от-
сутствует деформация). 
В основе теоретической механики лежат хорошо известные из физи-
ки законы Галилея-Ньютона. Курс теоретической механики обычно делят 
на три раздела: статику, кинематику, динамику. 
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Глава 1. Основные понятия, определения и аксиомы                             
статики твердого тела 
Статика – раздел механики, в котором изучается равновесие мате-
риальных тел под действием приложенных к ним сил. 
Равновесием материального тела  (механической системы) называют 
такое состояние, при котором все точки тела остаются в покое по отноше-
нию к рассматриваемой системе отсчета. Подробнее вопрос о равновесии 
в различных (инерциальных и неинерциальных) системах отсчета рас-
сматривается в динамике. 
Статика рассматривает две основные проблемы: 
 сложение сил и приведение систем сил, действующих на твердое 
тело, к простейшему виду; 
 определение условий равновесия действующих на твердое тело 
систем сил. 
1.1. Основные понятия и определения  
К основным понятиям статики относятся два – изучаемое тело (или 
система тел) и сила. В том случае, когда деформациями тела можно пре-
небречь, реальное материальное тело можно заменить моделью – абсо-
лютно твердым телом. Статика, использующая эту модель, называется 
статикой твердого тела или геометрической статикой. В аналитической 
статике (она будет изучаться позднее) в качестве модели реальных тел ис-
пользуется механическая система  (изменяемая или неизменяемая). 
В сопротивлении материалов и теории упругости в качестве модели те-
ла используется идеально упругая сплошная среда (идеально упругое тело).  
Твердое тело может находиться в состоянии равновесия (покоя) или 
некоторого движения. Каждое из этих состояний условимся называть ки-
нематическим состоянием тела. 
Вторым основным понятием является сила.  
Сила – векторная величина, являющаяся ко-
личественной мерой механического действия од-
ного тела на другое. Различают сосредоточенные и 
распределенные силы. Сила, приложенная к телу в 
одной его точке, является сосредоточенной                   
(рис. 1.1). Она задается модулем, направлением и 
точкой приложения. Обозначается большими бук-
вами латинского алфавита: FFSNF ||...,,

– мо-
дуль силы. Через Fx, Fy, Fz (либо X, Y, Z) обозначают 
проекции вектора силы на оси координат,  которые 
являются алгебраическими величинами (могут 
A 
F

 
Рис. 1.1 
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быть положительными,  отрицательными, равными нулю). 
Распределенные силы действуют на все точки заданного объема, по-
верхности или отрезка тела (например, давление грунта на подпорную 
стену, давление ветра на парус яхты, сила тяжести тела и т.д.). Распреде-
ленные силы задаются интенсивностью q ,  т.е. величиной силы, приходя-
щейся на единицу объема, поверхности или отрезка. На рис. 1.2,а показана 
равномерно распределенная нагрузка по отрезку АВ, а на рис. 1.2,б – на-
грузка, распределенная по линейному закону на отрезке АВ. 
Распределенную нагрузку можно заменить одной сосредоточенной 
силой, которая является равнодействующей распределенной нагрузки 
(системы параллельных сил). 
Рассмотрим далее некоторые определения. 
 
Рис. 1.2 
1. Система сил. Совокупность сил, действующих на рассматривае-
мое тело (или систему тел), называют системой сил. Характеризуя систе-
му сил, нужно отметить, прежде всего, является она плоской (линии дей-
ствия всех сил – в одной плоскости) или пространственной. Затем указать, 
сходятся силы в одной точке или нет, являются параллельными или же 
произвольно расположены в плоскости или пространстве. Обозначение 
системы сил 
  nFFF



,,, 21 . 
2. Свободное тело. Если телу можно сообщить любое (хотя бы сколь 
угодно малое) перемещение из рассматриваемого положения, то такое те-
ло называют свободным. Можно также сказать, что свободное тело – это 
тело, на перемещения которого не наложено никаких ограничений. 
3. Эквивалентные системы сил. Если одну систему сил, приложеных 
к свободному абсолютно твердому телу, можно заменить другой системой 
и состояние тела (покой или движение) при этом не изменится, то такие 
системы сил называются эквивалентными. 
 
2
AB Q

 
q 
B A 
a 
Q = q·AB 
 
3
AB
Q

 
B 
A qmax 
 ABqQ  max2
1
б 
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Обозначение эквивалентных систем сил 
  nFFF



,,, 21  ∽  mPPP



,,, 21 ,     причем m ≠ n 
4. Равнодействующая. Сила, эквивалентная данной системе сил, на-
зывается равнодействующей этой системы сил: 
  nFFF



,,, 21  ∽ F

, 
где F

– равнодействующая системы сил. 
Не всегда систему сил можно заменить равнодействующей. Как бу-
дет показано далее, существуют системы сил, не имеющие равно-
действующей. 
5. Уравновешенная система сил. Если система сил, приложенная к 
покоящемуся свободному телу, не выводит его из этого состояния, то сис-
тему сил называют уравновешенной. Простейшей уравновешенной систе-
мой сил является, как показывает опыт, система двух равных по модулю, 
противоположно направленных и лежащих на одной прямой сил (рис. 1.3):  
 21 FF

 ,   F1 = F2. 
 
Рис. 1.3 
6. Момент силы относительно точки. Это понятие определяет меру 
действия силы и вводится для характеристики способности силы повер-
нуть тело вокруг заданной точки. При изучении плоской системы сил ис-
пользуется понятие алгебраического момента, при изучении пространст-
венной системы – векторного момента силы. 
Алгебраическим моментом силы относительно точки называют взя-
тое со знаком "плюс" или "минус" произведение модуля силы на плечо 
силы относительно этой точки (рис. 1.4). Плечо силы h – кратчайшее рас-
стояние между точкой и линией действия силы: 
   FhFm 0 . (1.1) 
B 
A 
 1F

 2F

 1F

 2F

A 
B 
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Рис. 1.4 
Численно момент равен удвоенной площади треугольника, по-
строенного на силе и точке О: 
   OABSFm  20

. 
Правило знаков указано на рисунке. 
Векторным моментом силы от-
носительно точки называют вектор, 
приложенный в этой точке и равный 
по модулю произведению силы на 
плечо. Он направлен перпендикулярно 
плоскости, в которой лежат сила и 
точка, так, что с его конца можно ви
деть стремление силы вращать тело 
против хода часовой стрелки (рис. 1.5). 
Векторный момент  Fm  0  можно 
выразить через вектор силы F

, используя правило векторного произведения 
   FrFm  0 , (1.2) 
где OAr 

 – радиус-вектор точки приложения силы. 
Модуль момента  Fm 0  определяется прежней формулой 
   OABSFhFm  20
 .  
Если сила задается проекциями на оси координат  ZYX FFFF ,,

, а 
положение точки приложения силы – ее координатами A(x, y, z) (рис. 1.6), 
то векторный момент можно найти по формуле 
r
A 
B 
O 
h . 
r

 
 F

  Fm  0
Рис. 1.5 
A 
B A B  F

 F

O O 
m0 > 0 m0 < 0 
h h 
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  
zyx FFF
zyx
kji
FrFm


0 . (1.2') 
 
7. Момент силы относительно оси. Это понятие используется при 
изучении пространственных систем сил. 
Моментом силы относительно оси называют величину, равную про-
екции на эту ось вектора момента силы относительно любой точки оси. 
Рассмотрим силу F

, приложенную в точке А тела (рис. 1.7). Проведем 
произвольную ось, например Oz. Момент силы относительно точки O есть 
вектор  FmOL 0 , перпендикулярный плоскости треугольника ОАВ. Мо-
ментом силы относительно оси Oz будет проекция вектора OL на эту ось, 
т.е. отрезок OK = OL cos φ. Обозначим момент силы относительно оси че-
рез  Fmz

. Тогда 
     cos0 FmFm z

 . 
Знак момента  Fm z

 определяется углом φ. При φ<90º момент силы 
относительно оси положителен, при φ>90º – отрицателен.  
Если выразить модуль момента  Fm  0  через площадь треугольника 
ОАВ, то 
   OabOABz SSFm   2cos2 

, 
т.к. треугольник Oab является проекцией треугольника ОАВ на 
плоскость, перпендикулярную оси Оz (рис. 1.8). Легко показать, что мо-
мент силы относительно оси не зависит от выбора точки на оси. Действи-
тельно, возьмем на оси Oz другую точку, например O1 (см. рис. 1.8). По-
z 
x 
y 
A(x,y,z) 
O 
 r

  Fm  0
 F

 F
 A 
B 
O 
L 
z 
K . 
φ  0m

Рис. 1.6 Рис. 1.7 
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строим момент силы F

 относительно этой точки – вектор  11LO , перпен-
дикулярный плоскости треугольника O1AB, и спроецируем его на ось Oz: 
 OabABO SSLOKO   2cos2cos 111111 1  . 
Следовательно,  FmOKKO Z

11 . 
Отсюда вытекает правило для вы-
числения момента силы относитель-
но оси: 
1) построить плоскость П перпенди-
кулярно оси z и показать точку пе-
ресечения оси с плоскостью – точка 
О (рис. 1.9); 
2) спроецировать силу F

 на плос-
кость и найти проекцию ПF

: 
cos FFП , где α – угол между 
силой и плоскостью, параллельной П; 
3) определить кратчайшее расстояние между точкой пересечения оси 
с плоскостью и линией проекции силы – плечо h; 
4) вычислить произведение модуля проекции силы ПF

на плечо h и 
поставить знак ("плюс" или "минус"): 
   hFFm z cos

. (1.3) 
 
Рис. 1.9 
Момент будет положительным, когда сила (или ПF

) стремится по-
вернуть тело против движения часовой стрелки, если смотреть с положи-
тельного направления оси, в противном случае – отрицательным. 
П 
Z 
O 
B 
A 
α 
a 
b . 
 F

ПF

 
h 
A 
B 
K L 
П 
О 
b 
a 
L1 
. 
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Момент силы относительно оси равен нулю в двух случаях: когда 
сила параллельна оси (FП = 0) и когда пересекает ось (h = 0), или, иначе, 
если сила и ось компланарны. 
8. Главный вектор и главный момент системы сил. Пусть дана сис-
тема сил   nFFF



,,, 21 .  Главным вектором системы сил называют ве-
личину, равную векторной сумме всех этих сил. Обозначим главный век-
тор через R

: 
 


n
k
kn FFFFR
1
21



. (1.4) 
Главный вектор равен замыкающей стороне силового многоугольни-
ка (рис. 1.10). 
Главным моментом системы сил относительно центра называют 
величину, равную сумме моментов всех сил относительно этого центра. 
Обозначим главный момент через 0M

, где индексом указан центр, отно-
сительно которого вычисляются моменты: 
        


n
k
kn FmFmFmFmM
1
0020100


. (1.5) 
Главный момент также можно изобразить замыкающей стороной 
многоугольника, построенного из моментов сил (рис. 1.11). 
 
Главный вектор R

 и главный момент 0M

 являются основными ха-
рактеристиками системы сил.  
Приведем формулы вычисления R

 и  0M

 вначале для пространст-
венной, а затем плоской систем сил. Разложим эти векторы на составляю-
щие, параллельные координатным осям: 
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.
,
kMjMiMM
kRjRiRR
zyx
zyx




0
 (1.6) 
Вычислим проекции главного вектора и главного момента на оси ко-
ординат, проецируя равенства  (1.4) и (1.5) на эти оси: 
       ,,,
,,,




kzzkyykxx
kzzkyykxx
FmMFmMFmM
FRFRFR    (1.7) 
где Mx, My, Mz – главные моменты относительно координатных осей, а 
      kzkykx FmFmFm

,,  – моменты заданных сил относительно этих 
осей, т.к. проекция момента силы относительно точки на ось является мо-
ментом силы относительно оси. Модули R и М0  определяются по найден-
ным проекциям: 
 2220
222 , zyxzyx MMMMRRRR  . (1.8) 
Если задана плоская система сил  (например, силы лежат в плоско-
сти Оxу ), то формулы (1.7) и (1.8) упрощаются,  т.к. Rz ≡ 0, Mx ≡ 0, My ≡ 0 
– все силы лежат в одной плоскости с осями координат Ох, Oy: 
 
 .
,,,,
00
22




kz
kyykxxyxyx
FmMM
FRFRRRRjRiRR


  (1.9) 
В этом случае главный момент равен сумме алгебраических момен-
тов сил относительно точки O. 
Пример 1.1. К вершинам квадрата со стороной a = 0,5 м приложены 
три равные по модулю силы  F = 20 Н (рис. 1.12,а).  Вычислить главный 
вектор и главный момент данной плоской системы сил относительно            
точки O. 
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Главный вектор, его проекции на оси координат, главный момент 
для плоской системы сил вычисляем по формулам (1.9): 
 
 






,
,20
,045cos45cos
,H2045cos45cos
33221100
21
321
hFhFhFFmM
ijRiRR
FFFR
FFFFR
k
yx
kyy
kxx




 
где h1 = OD = a·cos45º = 0,35 м,     h2 = OB = 2a·sin45º = 0,7 м, 
 h3 = OC = a = 0,5 м.   Тогда M0 = -17 Н·м. 
Главный вектор и главный момент показаны на рис. 1.12,б. 
Пример 1.2.  К вершинам А, С, D прямоугольного параллелепипеда 
приложены четыре равные по модулю силы  F = 100 Н (рис. 1.13,а). Сто-
роны параллелепипеда:  ОА = 1 м, OF = ОС = 2 м.  
Найти главный вектор и главный момент системы сил относительно 
точки O. 
Для пространственной системы сил главный вектор, главный мо-
мент, их проекции на оси координат вычисляем по формулам (1.6)-(1.8): 
Rx = 0,   Mx = –F2·OC + F3·OC = 0, 
Ry = F4 = 100 Н,  My = –F1·OA + F2 OA = 0, 
Rz = F1 – F2 + F3 = 100 Н,  Mz = F4 OA = 100 Н·м, 
kjRRRRR zyx

100100H,1412100222  , 
kMMMMM zyx

100м,Н100 0
222
0  . 
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Главный вектор R

лежит в плоскости Oyz, главный момент 0M

на-
правлен по оси Оz  (рис. 1.13,б). 
9. Пара сил. Парой сил называется система двух параллельных сил, 
равных по модулю, направленных в противоположные стороны и не ле-
жащих на одной прямой (рис. 1.14): 
 
Вычислим главный вектор и главный момент пары сил относительно 
любой точки (рис. 1.15): 
021  FFR

, 
      12120100 FOBOAFOBFOAFmFmM

  
Из рисунка видно, что ABOAOB  , тогда 
 2110 FABFBAFABM

 .  
Но  11 FmFBA B

   и   22 FmFAB A

  – моменты одной из сил па-
ры относительно точки приложения другой силы. 
Итак, главный вектор пары сил равен нулю, а главный момент отно-
сительно любой точки пространства равен моменту одной из сил пары от-
носительно точки приложения другой силы и, следовательно, не зависит 
от выбора точки O: 
    210 FmFmM AB

 . (1.10) 
10. Момент пары сил. Пара сил является такой системой сил, кото-
рую упростить нельзя; она не имеет равнодействующей. Для ко-
личественной характеристики действия пары 
сил на твердое тело введем понятие момента 
пары. Моментом пары называют величину, 
равную моменту одной из сил пары относи-
тельно точки приложения другой силы. Обо-
значим этот момент через m

 (рис. 1.16): 
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 12 FBAFABm

 . (1.11) 
 
Условимся пока момент пары прикладывать к середине плеча. Далее 
будет показано, что момент пары можно прикладывать в любой точке те-
ла. Модуль момента пары определяется произведением модуля силы на 
плечо пары: 
 ABCShFm  2 , (1.12) 
где F = F1= F2 – модуль силы; 
 h – кратчайшее расстояние между линиями действия сил (плечо пары).  
Вектор m

 направлен перпендикулярно плоскости пары в ту сторону, 
откуда вращение плоскости кажется происходящим против хода часовой 
стрелки. 
В частном случае, когда изучается плоская система сил, моменты 
пар можно считать алгебраическими величинами. Правило знаков момен-
тов такое же, что и для алгебраического момента силы относительно точ-
ки. Если пара поворачивает свою плоскость против хода часовой стрелки, 
то ее момент положителен, по ходу часовой стрелки – отрицателен. Часто 
пару в плоской системе сил изображают её моментом так:  m, 
 m.  
Сформулируем последнее определение. 
11. Связи, реакции связей. Если изучаемое тело является несвобод-
ным, то некоторые перемещения ему запрещены вследствие ограничений, 
накладываемых скрепленными или соприкасающимися с ним телами. 
Связями называют всё то, что ограничивает перемещения изучаемого те-
ла. Ограничения реализуются какими-нибудь телами, например опорными 
поверхностями, шарнирами, нитями и др. Большинство окружающих нас 
тел являются несвободными. Изучаемое тело взаимодействует со связями.  
Сила (иногда и система сил), с которой тело, осуществляющее связь, дей-
ствует на изучаемое тело, называется реакцией связи. Она направлена в 
сторону, противоположную той, куда запрещает перемещаться телу эта 
связь.  
На рис. 1.17 показаны основные типы связей и их реакции: 
а – гладкая опорная поверхность и опорная точка (ребро); 
б – нерастяжимая нить  (трос, канат, цепь, ремень); 
в – цилиндрический шарнир (подшипник): шарнирно-неподвижная 
опора А и шарнирно-подвижная опора В; 
г – невесомый стержень с шарнирами на концах;  
д – сферический (шаровой) шарнир;  
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е – подпятник; 
ж – жесткая заделка (реакции показаны для плоской системы сил);  
з – скользящая заделка. 
 
 
Рис. 1.17 
На рис. 1.17,в, д, е, ж реакции разложены на составляющие, направ-
ленные вдоль координатных осей. 
Для рассмотренных выше связей можно сделать необходимые пояс-
нения. 
а. Гладкой будем называть поверхность, трением о которую данного 
тела можно пренебречь. Реакция гладкой поверхности направлена по нор-
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мали к этой поверхности и приложена к рассматриваемому телу. Реакция 
гладкого ребра направлена по нормали к поверхности тела. 
б. Реакция T

 растянутой нити направлена вдоль нити к точке ее 
подвеса и приложена к рассматриваемому телу. 
в. В цилиндрическом шарнире имеем вал (цапфу) и втулку (обойму) 
(рис. 1.18). 
Тело, жестко скрепленное с ва-
лом, может только вращаться вокруг 
оси шарнира, перпендикулярной плос-
кости чертежа, и свободно переме-
щаться вдоль оси шарнира. 
Реакция R

 цилиндрического 
шарнира может иметь любое направ-
ление в плоскости, перпендикулярной 
к оси шарнира, и проходит через центр 
шарнира. 
Для силы R

 в этом случае неиз-
вестны ни модуль (R), ни направление 
этой реакции. Реакция цилиндриче-
ского шарнира раскладывается по 
двум взаимно перпендикулярным направлениям вдоль осей Ox и Oy, так 
что 21 AAR

 .  
г. Реакция растянутого стержня направлена вдоль оси стержня от уз-
ла и приложена к рассматриваемому телу, реакция сжатого стержня – на-
правлена к узлу и приложена к рассматриваемому телу. 
д. При сферическом шарнире тело может перемещаться так, что 
центр шарнира остается неподвижным, реакция R

 сферического шарнира 
может иметь любое направление в пространстве. В этом случае для реак-
ции R

 неизвестны ни модуль реакции R, ни углы, образуемые ею с осями  
координат x, y, z. Реакция раскладывается по трем взаимно перпендику-
лярным направлениям вдоль осей Ox, Oy, Oz, так что 321 AAAR

 . 
е. При использовании подпятника (подшипника с упором) тело так-
же не может совершать никаких поступательных перемещений в про-
странстве. 
ж. Реакция жесткой заделки состоит из силы, которая неизвестна ни 
по величине, ни по направлению, и пары сил  с моментом m, называемым 
реактивным моментом. Неизвестная реакция R

 раскладывается по двум 
взаимно перпендикулярным направлениям, так что 21 AAR

 .  
 R

 O
Вал Втулка 
Рис. 1.18 
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з. Для показанной скользящей заделки реакция состоит из силы N

 и 
пары сил с моментом m. 
 
1.2. Аксиомы статики 
Как было отмечено выше, в основе классической механики лежат за-
коны Галилея-Ньютона, или аксиомы механики. На базе этих аксиом 
строится динамика, формируются и доказываются теоремы о движении 
(равновесии) материальных объектов. Поскольку статика излагается ранее 
динамики, то в ее основу положено несколько основных принципов, при-
нимаемых без доказательства, которые называются аксиомами статики. 
1. Аксиома уравновешивания двух сил. Для равновесия двух сил, при-
ложенных к абсолютно твердому телу, необходимо и достаточно, что-
бы эти силы были равны по модулю и направлены по прямой, соединяю-
щей точки их приложения, в противоположные стороны: 21 FF

 , F1 = 
F2. Такая система сил изображена на рис. 1.3 и названа простейшей урав-
новешенной системой сил. 
2. Аксиома добавления или снятия уравновешенной системы сил. Не 
изменяя действия данной системы сил на абсолютно твердое тело, 
можно добавить к этой системе или отнять от нее уравновешенную 
систему сил. 
Пусть система сил  21, FF

 ∽ 0,  21 , SS

 ∽ 0. 
Содержание аксиомы показано на  рис. 1.19. 
 
Рис. 1.19 
3. Аксиома сложения двух сил. 
Равнодействующая двух сил, при-
ложенных к телу в одной точке, 
равна их геометрической сумме,            
т.е. выражается по модулю и на-
правлению диагональю параллело-
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грамма, построенного на этих силах (рис. 1.20). 
 21, FF

 ∽F

, 
21 FFF

 . 
4. Аксиома взаимодействия. Два тела взаимодействуют друг с дру-
гом силами, равными по модулю и направленными по одной прямой в про-
тивоположные стороны (рис 1.21). 
Эта аксиома является одно-
временно аксиомой динамики и 
представляет хорошо известный 
третий закон Ньютона. 
Полезно отметить, что силы 
1F

 и 2F

 приложены к различным те-
лам, поэтому они не образуют урав-
новешенной системы сил. 
5. Аксиома отвердевания. 
Равновесие деформируемого тела 
не нарушится, если тело отвердеет. Согласно этой аксиоме условия рав-
новесия системы сил, полученные для абсолютно твердого тела, должны 
выполняться и для нетвердых тел. Только нужно помнить, что для равно-
весия деформируемых тел эти условия являются необходимыми, но не 
всегда достаточными. 
6. Аксиома освобождаемости от связей. Несвободное тело можно 
рассматривать как свободное, отбросив связи и заменив их действие со-
ответствующими реакциями. 
Эта аксиома позволяет все законы равновесия и движения, получен-
ные для свободного тела, распространять на несвободные тела. 
Определение реакций связей имеет то практическое значение, что 
зная их, мы, согласно аксиоме 4, будем знать и силы давления на связи, 
т.е. исходные данные, которые необходимы для расчета прочности соот-
ветствующих частей конструкции. 
 
 
 
 
Вопросы для самопроверки 
 
1. Какова простейшая уравновешенная система сил? 
2. Чему равна равнодействующая двух сил, приложенных в одной точке, 
модули которых равны 20 Н и угол между ними 60º? 
A 
B  1F

 2F

21 FF

  
Рис. 1.21 
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3. Можно ли разложить заданную силу на две составляющие так, чтобы 
каждая из них по модулю равнялась данной силе? Если да, то при ка-
ком угле между составляющими это будет? 
4. Запишите по памяти формулы для вычисления главного вектора и 
главного момента плоской и пространственной систем сил. 
5. Укажите, чему равен главный вектор пары сил. 
6. Зависит ли главный момент пары сил от выбора центра? 
7. Укажите, сколько неизвестных величин реакций будет, если связью 
является жесткая заделка, скользящая заделка. 
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Глава 2. Первая задача статики. Приведение системы 
сил к простейшему виду 
В этой главе рассмотрим задачу о замене данной системы сил другой 
системой, ей эквивалентной и более простой. Эту задачу называют также 
приведением системы сил к простейшему виду или задачей сложения сил 
системы. 
Предварительно рассмотрим простейшие теоремы статики, устанав-
ливающие свойства сил и пар сил для абсолютно твердого тела. 
2.1. Теоремы о свойствах сил и пар сил  
Теорема 1. О переносе точки приложения сил. Не изменяя действия 
силы на абсолютно твердое тело, точку приложения силы можно пере-
носить по ее линии действия. 
Пусть в точке А абсолютно твердого тела приложена сила F

                
(рис. 2.1,а). Рассмотрим три силы FFF 

,, , причем FFF  ,       
 FF   ∽0,  FF  , ∽0. В точке B добавим уравновешенную систему сил 
 FF   , ∽0 (рис. 2.1,б), а затем снимем уравновешенную систему сил 
 FF  , ∽0 (рис. 2.1,в). В точке B получим силу FF   . 
Выполненные рассуждения можно представить в виде 
 F

 ∽  FFF   ,,  ∽ F  ,  FF   . 
Теорема доказана. В абсолютно твердом теле сила – скользящий 
вектор. 
 
Рис. 2.1 
Теорема 2. О трех силах. 
Если три непараллельные силы, действующие на абсолютно твер-
дое тело и лежащие в одной плоскости, уравновешиваются, то их линии 
действия пересекаются в одной точке. 
A 
B 
 F

A 
B 
 F

A 
B 
 F 

 F 

F 

 
а б в 
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Пусть в точках A, B, C абсо-
лютно твердого тела (рис. 2.2) 
приложены три непараллель-
ные силы, лежащие в одной 
плоскости и удовлетворяющие 
условию  321 ,, FFF

∽0. 
Пусть точка О – точка пере-
сечения линий действия сил 
21 и FF

. По доказанной теоре-
ме перенесем силы 21 и FF

 в 
точку О и по аксиоме 3 (о сло-
жении двух сил) заменим их 
равнодействующей F

. После 
этого на тело будут действовать две силы 3FиF

, которые образуют урав-
новешенную систему сил  3, FF

∽0 и, следовательно, лежат на одной 
прямой. Таким образом, линия действия силы 3F

 также проходит через 
точку О – теорема доказана. 
Теорема о трех силах может быть использована в задачах статики для 
определения направления реакции цилиндрического шарнира, если тело 
находится под действием трех сил 
(рис. 2.3). Здесь АВ – балка, А – 
шарнирно-неподвижная опора, ВС 
– нить, P

– сила тяжести, T

– реак-
ция нити. Реакция шарнирно-
неподвижной опоры проходит че-
рез точку О – точку пересечения 
линий действия сил P

 и T

 и обра-
зует угол α с балкой АВ. 
Рассмотрим основные свой-
ства пар сил, которые устанавливаются несколькими теоремами, легко до-
казываемыми с помощью аксиом (доказательства опустим). 
Теорема 3. Об эквивалентности пар на плоскости. 
Две пары, расположенные на одной плоскости, эквивалентны, если 
они имеют одинаковые алгебраические моменты. 
Из приведенной теоремы следует, что действие пары сил на тело оп-
ределяется двумя факторами: плоскостью действия пары и алгебраиче-
ским моментом. 
A 
C O 
B 
Рис. 2.2 
1F

 
 2F

 F

 3F

C 
O 
A α α 
 P

 AR

 T

B 
Рис. 2.3 
 
 
Глава 2. Первая задача статики. Приведение системы сил к простейшему виду 
31 
Следствия: 1. Пару сил можно переносить в плоскости ее действия 
куда угодно. 2. У пары сил можно изменять одновременно величину силы 
и плечо, сохранив момент. 
Теорема 4. О переносе пары на параллельную плоскость. 
Действие пары сил на тело не изменяется от переноса ее на парал-
лельную плоскость. 
Из приведенных двух теорем следует: 1) точка приложения вектора 
момента пары может быть любой в пространстве и, следовательно, мо-
мент пары является свободным вектором и его не обязательно приклады-
вать в середине отрезка AB (плеча); 2) две пары сил эквивалентны, если их 
моменты геометрически равны, т.е. равны по модулю и направлены оди-
наково. 
Теорема 5. О сложении пар. 
Пары сил, действующие на тело, можно заменить одной эквива-
лентной парой, момент которой равен сумме моментов данных пар. 
Пусть на тело действует система n пар с моментами nmmm
 ,,, 21 . 
Эту систему пар можно заменить одной эквивалентной парой с моментом  
  Smm

. (2.1) 
Момент эквивалентной пары можно определить по правилу много-
угольника векторов (рис. 2.4). 
Полезно отметить, что сформулиро-
ванная теорема представляет решение 
первой задачи статики для системы пар. 
Для определения модуля и направле-
ния момента m

 эквивалентной пары мож-
но использовать аналитический способ на-
хождения суммы векторов, который был 
рассмотрен при определении модуля глав-
ного вектора и главного момента. 
Проекции момента эквивалентной 
пары на оси: 
   szzsyysxx mmmmmm ;; . (2.2) 
Модуль момента эквивалентной пары: 
 222 zyx mmmm  . (2.3) 
Рассмотрим условия равновесия пар. 
1m

 
 m  nm

Рис. 2.4 
 3m

2m

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Для равновесия системы пар необходимо и достаточно, чтобы 
сумма моментов пар равнялась нулю: 
 0 sm

 (2.4) 
– условие равновесия в векторной форме; 
 0;0;0   szsysx mmm  (2.5) 
– условия равновесия в скалярной форме. 
В частном случае, когда пары лежат на одной плоскости, очевидно, 
что будет выполняться только одно условие: сумма алгебраических мо-
ментов пар будет равна нулю: 0 sm . 
Отметим, что сформулированные условия представляют собой ре-
шение второй задачи статики для системы пар. 
Рассмотрим примеры на сложение пар. 
Пример 2.1. Сложить три пары сил, моменты которых заданы: 
m1 = 2 Н·м; m2 = 2 Н·м; m3 = 1 Н·м. 
Пары лежат во взаимно перпендикулярных плоскостях (рис. 2.5,а).  
Рис. 2.5 
Строим векторы моментов пар, приложив их в точке O (рис. 2.5,б). 
Момент эквивалентной пары 321 mmmm

 . Проекции момента на оси: 
мН22  mmx ;   мН13 mmy ;   мН21  mmz . Модуль момента 
мН3212 222222  zyx mmmm . 
Момент эквивалентной пары показан на рис. 2.5,в. 
Пример 2.2. Сложить эти же пары, если они лежат в одной плоско-
сти, например в плоскости xOy (рис. 2.6,а). 
В этом случае моменты можно рассматривать как алгебраические 
величины m1 = -2 Н·м;  m2 = 2 Н·м;   m3 = -1 Н·м. 
Момент эквивалентной пары m = m1 + m2 + m3 = -2 + 2 -1 = -1Н·м. 
Эквивалентная пара с моментом m показана на рис. 2.6,б. 
x 
y O 
z 
3 2 
1 x 
y 
z 
O 
 1m

 2m

 3m

x 
y 
z 
O 
zm

  m

 ym
 xm

a б в 
 
 
Глава 2. Первая задача статики. Приведение системы сил к простейшему виду 
33 
 
Рис. 2.6 
Рассмотрев простейшие теоремы, перейдем к решению задачи о 
приведении системы сил к простейшему виду или, другими словами, за-
даче замены данной системы сил другой системой, ей эквивалентной и 
более простой. Эта задача может быть решена различными методами. Рас-
смотрим метод, предложенный в XIX веке французким ученым Пуансо 
(1777-1859) и основанный на приведении сил к центру. Этот метод ис-
пользует лемму о параллельном переносе силы из точки приложения в 
любую другую точку тела (центр приведения). 
2.2. Лемма о переносе силы в заданную точку 
Силу можно переносить параллельно самой себе в любую точку те-
ла, добавляя при этом пару сил, момент которой равен моменту силы 
относительно той точки, куда эта сила переносится. 
Пусть в точке А тела действует сила F

 и задана точка О – центр при-
ведения (рис 2.7,а). Приложим в точке О две уравновешенные силы FF 

, , 
равные и параллельные силе F

 (рис. 2.7,б).  Тогда сила F

 эквивалентна 
трем силам FFF 

,, , т.е. F
 ∽ FFF   ,, . Но силы FF  и образуют пару 
сил с моментом m . По определению момента пары он равен моменту силы 
F

 относительно центра О,  Fmm  0 . Таким образом силу F

 можно заме-
нить равной ей силой F 

, приложенной в центре приведения, и парой сил 
 FF  ,   с моментом  Fmm  0  (рис. 2.7,в).  
Выполненные действия можно представить в виде записи: 
F

∽ FFF   ,,  ∽   FFF  ,,

∽ mF  , ,     FF

 ,    .0 Fmm

  
Замечание. Из приведенных рассуждений следует, что при парал-
лельном переносе силы она заменяется тремя силами, т.е. от меньшего ко-
личества сил переходим к большему. Однако ниже будет показано, что 
O y 
а 
1 
3 
2 
O 
m 
x x 
б y 
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при использовании этого метода любая система сил может быть заменена 
тремя силами. 
 
Рис. 2.7 
Рассмотрим задачу о замене произвольной системы сил простейшей 
эквивалентной системой. Эта задача решается с помощью теоремы, кото-
рую называют основной теоремой статики, теоремой о приведении систе-
мы сил к центру или теоремой Пуансо. 
2.3. Теорема Пуансо о приведении системы сил к центру 
Произвольную систему сил, действующих на твердое тело, в общем 
случае можно заменить эквивалентной системой, состоящей из силы и 
пары сил. Сила равна главному вектору системы сил и приложена в цен-
тре приведения, момент пары равен главному моменту системы сил от-
носительно центра приведения. 
Доказательство. Пусть дана произвольная система сил 
 nFFF



,,, 21  (рис. 2.8,а). Возьмем любую точку тела О и примем ее в ка-
честве центра приведения. На рис. 2.8,а показана одна из сил системы SF

, 
так что (s = 1, 2, …, n). Используя лемму Пуансо о параллельном переносе 
силы, приведем все силы системы к центру приведения, причем SF

∽
 SS mF 

, , (s = 1, 2, …, n), SS FF

 ,  SS Fmm

0 . В результате в центре О 
получаем систему сил  SF

, приложенных в одной точке, и систему пар с 
моментами Sm

. Складывая силы, приложенные в точке О, получим одну 
силу   SS FFR

, равную главному вектору системы сил. Складывая 
пары, получим одну пару с моментом  Smm

. Учитывая значения мо-
ментов присоединенных пар, получим значение момента эквивалентной 
O  F

O 
A 
O 
A 
 F

 F 

 F 

 F 

 m
а б в 
  Fmm
FF 

0

∽ ∽ 
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пары     00 MFmmm SS

 – момент пары равен главному моменту 
системы сил относительно центра О. 
Таким образом, система сил заменена силой, которая равна главному 
вектору, и парой, момент которой равен главному моменту относительно 
центра приведения: 
  nFFF



,,, 21  ∽  0, MR

,        SS FmMFR

00; . 
Доказанная теорема представляет собой решение первой задачи ста-
тики – сложения сил, действующих на твердое тело, и приведения систе-
мы сил к простейшему виду. Ниже будет показано, что в частных случаях 
при приведении конкретных систем сил к простейшему виду эквивалентная 
система сил может состоять или из одной силы, или из двух (пары) сил. 
 
 
Рис. 2.8 
Рассмотрев основную теорему статики, сформулируем следствие из 
нее – признак эквивалентности систем сил.  
Полезно отметить, что в определениях статики приведено понятие 
эквивалентных систем сил (определение 3). Формулируемое следствие ус-
танавливает условия, когда одна система сил будет эквивалентна другой. 
Следствие. Системы сил будут эквивалентны, если у них равны 
главные векторы и главные моменты относительно одного и того же 
центра. 
Рассмотрим две системы сил, обозначив их {C1} и {C2} соответст-
венно. Запишем главные векторы и главные моменты относительно одно-
го и того же центра для этих систем. Пусть для системы {C1}→ )1(R

, )1(0M

; 
для системы сил {C2}→ )2(R

, )2(0M

. 
O 
AS 
O 
AS 
 Sm

SF 

 
SF

 
O 
AS 
 R

0M

 
а б в 
∽ ∽ 
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В сформулированном следствии утверждается: если )1(R

= )2(R

,               
)1(
0M

= )2(0M

, то {C1} ∽{C2} – системы сил эквивалентны. 
Полезно отметить, что ранее был сформулирован признак эквива-
лентности пар сил – равенство моментов пар. Нетрудно видеть, что при-
знак эквивалентности пар вытекает из общего признака эквивалентности 
систем сил. 
Используем полученный вывод для доказательства важной теоремы 
статики – теоремы о моменте равнодействующей, которая впервые была 
получена для системы сходящихся сил французским ученым Вариньо-        
ном (1654-1722). Эта теорема применяется в случае, когда система сил 
имеет равнодействующую (что будет рассмотрено ниже). 
2.4. Теорема Вариньона (теорема о моменте                                    
равнодействующей) 
Если система сил имеет равнодействующую, то момент равнодей-
ствующей относительно любого центра или оси равен сумме моментов 
всех сил системы относительно этого центра или оси. 
Доказательство. Пусть система сил, приложенных к телу, имеет 
равнодействующую, т.е.  nFFF



,,, 21  ∽ F

 (рис. 2.9). 
 
Рис. 2.9 
Вычислим главные векторы и главные моменты относительно цен-
тра О у двух эквивалентных систем сил    1,,, 21 CFFF n 



 и равнодей-
ствующей  2CF 

. 
Для системы    SFRC

)1(1 ,   SFmM

0
)1(
0 ; для системы 
  FRC

 )2(2 ,   FmM  0)2(0  . 
O 
 1F

 2F

 nF

∽ 
{C1} {C2} 
O 
 F

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Из равенства главных векторов )2()1( RR

  следует  SFF

, т.е. рав-
нодействующая, если она существует, равна главному вектору системы сил. 
Из равенства главных моментов )2(0
)1(
0 MM

  получаем теорему  
     SFmFm

00  (2.6) 
– теорема относительно центра доказана. 
Проецируя (2.6) на оси координат, получим теорему о моменте рав-
нодействующей относительно оси: 
 
   
   
    









.)
,)
,)
Szz
Syy
Sxx
FmFmx
FmFmy
FmFmx



 (2.7) 
Вычислим с помощью теоремы Вариньона момент силы, приложен-
ной в точке А(x, y, z), относительно координатных осей (рис. 2.10). 
 
Рис. 2.10 
 
Разложим силу F

на составляющие, параллельные координатным 
осям (F

 – равнодействующая трех сил): 
kZjYiXF

 . 
По теореме Вариньона находим моменты составляющих сил: 
 
 
 
  






.
,
,
yXxYFm
xZzXFm
zYyZFm
z
y
x



 (2.8) 
Эти формулы представляют собой аналитические выражения момен-
тов силы относительно осей координат. Заметим, что из первой формулы 
остальные две можно получить циклической перестановкой x→y,  y→z, 
z 
x 
y 
y 
x 
z 
O 
 k

 i

 j

1F

 
3F

 
2F

 
F

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z → x. Эти же формулы можно получить из ранее приведенной формулы 
(1.2), раскрыв определитель третьего порядка. 
Заключение. В главе приведено решение задачи о замене произволь-
ной системы сил простейшей эквивалентной системой. В следующей гла-
ве будут рассмотрены различные частные случаи и введено понятие о не-
которых неизменных величинах для системы сил, которые остаются оди-
наковыми при перемене центра приведения. 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Каким вектором (свободным, скользящим, приложенным) является си-
ла в абсолютно твердом теле? 
2. Какому количеству сил эквивалентна произвольная система сил при 
приведении ее к центру в общем случае? 
3. Укажите сходство и различие между равнодействующей и главным 
вектором системы сил. 
4. Какие системы сил называются эквивалентными? Укажите условия эк-
вивалентности. 
5. Будут ли эквивалентны две силы QP

и , приложенные к телу, если они 
равны по модулю, лежат на параллельных линиях и направлены оди-
наково? 
6. Сформулируйте свойства пары сил. Каким вектором является момент 
пары сил? 
7. Сформулируйте теорему Вариньона для плоской и пространственной 
систем сил. 
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Глава 3. Частные случаи приведения системы сил                        
к центру. Инварианты системы сил 
3.1. Анализ частных случаев приведения 
При приведении конкретных систем сил к простейшему виду после 
вычисления главного вектора и главного момента возможны следующие 
случаи: 
 
.0,0.4;0,0.3
;0,0.2;0,0.1
00
00


MRMR
MRMR


 (3.1) 
Рассмотрим каждый из этих случаев. 
Случай 1. 0,0 0  MR

 (рис. 3.1). 
Если главный момент 0M

 равен нулю 
(многоугольник моментов замкнут), а 
главный вектор отличен от нуля, то систе-
ма сил заменяется одной силой. Эта сила 
является равнодействующей, и ее линия 
действия проходит через выбранный                  
центр О. 
Этот случай возможен, например, ко-
гда изучается приведение к простейшему 
виду системы сходящихся сил, линии дей-
ствия которых пересекаются в одной точке 
(рис. 3.2,а). Главный момент 0M

 в этом 
случае тождественно равен нулю, и при 0R

 получаем теорему о сложе-
нии системы сходящихся сил. 
 
 
О 
О 
 F

  sFF

 2F

 1F

Рис. 3.2 
 nF
а б 
 R

О 
Рис. 3.1 
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Теорема. Система сходящихся сил имеет равнодействующую, рав-
ную сумме данных сил, а ее линия действия проходит через точку пересе-
чения линий действия этих сил. 
На рис. 3.2,б показана равнодействующая системы сходящихся сил, 
равная главному вектору этой системы. 
Случай 2. 0,0 0  MR

 (рис. 3.3). 
В этом случае система сил будет эквива-
лентна одной паре сил с моментом 0Mm

 . Си-
ловой многоугольник, составленный из сил дан-
ной системы, будет замкнут. Ниже покажем, что 
главный момент в этом случае будет одинако-
вым относительно различных центров приведе-
ния.  
Отметим также, что эквивалентная систе-
ма будет состоять из двух сил, когда на твердое 
тело действует только система пар. 
Рассмотрим систему пар, действующих на 
твердое тело. Пусть nmmm
 ,,, 21  – моменты этих пар. Очевидно, у этой 
системы главный вектор 0R

, а главный момент относительно любой 
точки nmmmM


 210  – получаем теорему о сложении пар, сфор-
мулированную ранее. 
Случай 3. 0,0 0  MR

 (общий случай). 
Результат приведения будет зависеть от 
расположения векторов 0и МR

. Обозначим через 
α угол между векторами 0и МR

 (рис. 3.4). Рас-
смотрим три случая: а) α = 90º – сила и пара сил 
лежат в одной плоскости; б) α = 0º или α = 180º – 
сила перпендикулярна плоскости пары; в) α – 
любой острый или тупой угол. 
а) В случае α = 90º главный вектор и глав-
ный момент перпендикулярны (рис 3.5,а), т.е. сила и пара лежат в одной 
плоскости П. 
Эту систему сил можно заменить одной силой – равнодействующей. 
Действительно, преобразуем пару так, чтобы силы, ее образующие, были 
равны главному вектору F = F' = R, а плечо ОА = d =M0/R. Переместим па-
ру в ее плоскости таким образом, чтобы одна из сил пары была приложена 
в центре О (рис. 3.5,б). Другая сила пары будет приложена в точке А, так 
что с конца вектора 0M

 условный поворот пары виден против хода часо-
O 
Рис. 3.3 
0M

 
O 
α 
 R

0M

 
Рис. 3.4 
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вой стрелки. Силы FR 

и , равные по модулю и направленные по одной 
прямой в противоположные стороны, образуют уравновешенную систему 
сил,  FR  ,  ∽ 0. На основании второй аксиомы эту систему можно убрать 
(снять) и три силы будут эквивалентны одной силе, приложенной в точ-             
ке А (рис. 3.5,в). Итак,  nFFF



,,, 21  ∽   FFR 

,,  ∽ F

, что можно запи-
сать в виде 
  nFFF



,,, 21  ∽  0, MR

 ∽ F

,   RF

 . 
 
 
Система сил заменяется одной силой – равнодействующей. 
Условие перпендикулярности векторов 0и MR

 выражается через их 
скалярное произведение: 
 00  zzyyxx MRMRMRMR

. (3.2) 
б) α = 0º или α = 180º. В этом случае 0и MR

 лежат на одной линии, и, 
следовательно, сила перпендикулярна плоскости пары. Совокупность си-
лы и пары сил, лежащей в плоскости, перпендикулярной к этой силе, на-
зывается силовым или динамическим винтом (рис. 3.6). 
Эту систему сил считают простейшей и дальше не упрощают. Сило-
вой винт (три силы) можно свести к двум скрещивающимся силам, но 
обычно этого не делают (к одной силе такая система сил не сводится). Ес-
ли 0и МR

направлены в одну сторону (α = 0º) (рис. 3.6,а), то силовой винт 
будет правым; если в разные стороны (α = 180º)  (рис. 3.6,б), то силовой 
винт будет левым. 
П П П 
О О О А 
R

 
 0M

R

 F

 
А 
F 

 
F

 
 
R
M
OA 0
в 
Рис. 3.5 
а б 
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в) Угол α имеет произвольное значение, отличное от 0º, 90º, 180º 
(рис. 3.7,а). Покажем, что в этом случае система сил приводится к сило-
вому винту. 
 
Разложим момент 0M

 на два момента 0201 и MM

, направленные со-
ответственно по главному вектору R

 и перпендикулярно ему (рис. 3.7,б),             
тогда 
  sin,cos 002001 MMMM  . 
Таким образом, пару сил заменили двумя парами. 
Система сил, состоящая из силы R

, приложенной в точке О, и пары 
с моментом 02M

, может быть заменена одной силой, приложенной в точ-
ке А на расстоянии ОА = d = M0sinα/R. При этом остается еще пара сил с 
моментом 01M

. Перенеся вектор 01M

 в точку А (момент пары – свобод-
ный вектор) (рис. 3.7,в), получим, что данная система сил эквивалентна 
О О О А А 
 R

 0M

α α 
 R

 R

 01M

 0M

 02M

 R

 01M

а б в 
Рис. 3.7 
О 
 0M

 R

 R

 0M

 F

 F

 F 

 F 

Рис. 3.6 
а б 
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силовому винту, состоящему из силы RRA

  и пары с моментом 01M

. 
Прямая, на которой лежат векторы R

 и 01M

, проходящая через точку А, 
называется центральной осью системы сил или осью силового винта. Цен-
тральная ось системы сил является геометрическим местом точек, для ко-
торых главные моменты имеют одинаковое наименьшее значение              
(М01 = М0cosα) и направлены вдоль этой прямой. Ниже будет показано, 
что это следует из формулы, связывающей главные моменты относитель-
но двух произвольных центров. 
Аналитически наименьшее значение главного момента 01M можно 
найти по формуле  
М01 = М0cosα, 
где  
00
0cos
MR
MRMRMR
MR
MR zzyyxx







 . (3.3) 
Из приведенного анализа замены систем сил им эквивалентными ус-
танавливаем простейшие системы, которые могут заменить изучаемые 
системы сил: одна сила – равнодействующая, две силы – пара сил, три си-
лы – силовой винт. 
В заключение приведем сводку результатов анализа возможных слу-
чаев замены системы сил (табл. 3.1). 
Таблица 3.1 
№ 
п/п 
Простейшая эквивалентная                        
система сил 
Условия приведения 
1 Одна сила – равнодействую-
щая 
0,0 0  zzyyxx MRMRMRMRR

 
2 Две силы – пара сил R

= 0,   0M

≠ 0 
3 Три силы – силовой винт 00  zzyyxx MRMRMRMR

 
Случай 4. 0,0 0  MR

. 
В этом случае система сил будет уравновешенной. Этот случай под-
робно рассмотрим в главе 4, где будут получены аналитические условия 
равновесия различных систем сил (плоских и пространственных). 
Рассмотрим несколько примеров приведения систем сил к простей-
шему виду (замена данной системы ей эквивалентной). 
Пример 3.1. Систему сил, рассмотренную ранее в примере 1.1                       
(см. рис. 1.12), заменить простейшей системой. 
Главный вектор R

и главный момент 0M

 были найдены и показаны 
на рис 1.12,б. При 0R

, M0 ≠ 0 плоская система сил заменяется одной си-
лой – равнодействующей F

, линия действия которой параллельна глав-
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ному вектору R

 и отстоит от центра О на расстоянии                            
OD = d = =  20170 RM  0,85 м (рис. 3.8). 
Пример 3.2. Привести к простейшему виду систему шести сил, рав-
ных по модулю F = 10 Н, действующих на куб со стороной а = 0,5 м               
(рис. 3.9,а). 
 
 
Выберем координатные оси, как указано на рисунке, и найдем глав-
ный вектор R

 и главный момент относительно центра 0M

по их проекци-
ям на эти оси: 
Rx = -F5 + F6 = 0,   Mx = -F3·a+F4·a = 0, 
Ry = 0,   My = -F1·a+F3·a = 0, 
Rz = F1 - F2 - F3 + F4 = 0,   Mz = F5·a = 10·0.5 = 5 Н·м. 
Получаем 0R

, kkMjMiMM zyx

50  . 
Следовательно, система сил заменяется парой сил (момент ее                
m = 5 Н·м), лежащей в горизонтальной плоскости (случай 2) (рис. 3.9,б). 
z z 
x x 
y y O O 
б а 
 0M

 4F

 5F

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
Рис. 3.9 
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 F

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
Рис. 3.8 
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Пример 3.3. Систему сил, рассмотренную в примере 1.2                               
(см. рис. 1.13), заменить простейшей системой сил. Проекции главного 
вектора R

 и главного момента 0M

 на координатные оси были найдены: 
Rx = 0,  Mx = 0, 
Ry = 100 Н,  My = 0, 
Rz = 100 H,  Mz = 100 Н·м. 
Модули главного вектора и главного момента отличны от нуля:                
R = 141 H, M0 = 100 Н·м. 
Скалярное произведение 010 40  zzyyxx MRMRMRMR

, и 
следовательно, система сил эквивалентна силовому винту (случай 3,в), со-
стоящему из силы, равной R, и пары сил с моментом M01 = M0 cosα: 
 мН7,70
2100
1040
01 


R
MR
M

. 
Из рис. 1.13,б видно, что проекция 0M

 на направление главного 
вектора R

 равна мН7,702/210045cos001 
MM . Ось силового вин-
та параллельна вектору R

 и смещена от центра О на расстояние OA = d = 
= 
21002
2100sin0


R
M 
= 0,5 м, причем ОА перпендикулярно плоскости, в 
которой лежат векторы R

 и 0M

. Следовательно, данная система сил за-
меняется правым силовым винтом.  
 
На рис. 3.10 показаны векторы 
02010 ,,, MMMR

 и точка А, через кото-
рую проходит ось винта (показана 
пунктиром). 
 
 
 
 
 
 
3.2. Инварианты системы сил 
Величины, остающиеся неизменными при преобразовании (замене) 
системы сил любой другой ей эквивалентной системой, называются инва-
риантами системы сил. 
x 
A 
O 
y 
z 
45º 
 01M

 0M

 02M

 R

Рис. 3.10 
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Инварианты системы сил называют также инвариантами статики и 
определяют их как величины, не зависящие от выбора центра приведения 
(не меняющиеся при перемене центра приведения). Получим их. 
Пусть задана система сил  nFFF



,,, 21 , действующая на твердое 
тело (рис. 3.11,а). Выберем на этом теле две любые точки O и A. Исход-
ную систему сил  nFFF



,,, 21  приведем вначале к центру О, используя 
метод Пуансо, а затем получившуюся эквивалентную систему из трех сил 
приведем к центру А.  
 
При приведении системы сил к центру О получаем три силы – силу 
0R

, равную главному вектору, и пару с моментом 0M

, равным главному 
моменту относительно центра О (рис. 3.11,б). 
Приведем получившуюся эквивалентную систему к центру А               
(рис. 3.11,в). Используя лемму Пуансо, силу 0R

 перенесем параллельно в 
центр А, добавляя пару силу с моментом  0RmA

, причем 
АR

= 0R

,     0RmA

 = 0RАО

 . 
Момент пары 0M

, главный момент относительно центра О, является 
свободным вектором и его можно перенести в центр А. Таким образом, в 
центре А получим силу АR

 и две пары с моментами 0M

 и  0RmA

. Скла-
A O 
 
 
1F

 
 
2F

 
 
nF

 
 
0M

 
 
0R

A O 
α 
 
 
АR

 
 
0R

 
 
0M

 
 
АM

 
 
 0RmA

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Рис. 3.11 
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дывая пары сил, получаем одну эквивалентную пару с моментом 
 RmMM AA

 0 . Последнее равенство представляет собой зависимость 
главных моментов относительно двух центров (точка О – первый центр, 
точка А – второй центр), которая с учетом RRRA

 0  может быть сфор-
мулирована в виде теоремы (теорема об изменении главного момента при 
перемене центра приведения): 
Главный момент системы сил относительно второго центра равен 
сумме главного момента относительно первого центра и момента глав-
ного вектора, приложенного в первом центре, относительно                
второго: 
  00 RmMM AA

 . (3.4) 
Возвращаясь к величинам, которые не меняются при перемене цен-
тра приведения, можно отметить следующее. 
Для двух любых центров главный вектор имеет одно и то же значе-
ние RRRA

 0  и, следовательно, является инвариантом системы сил. 
Главный момент зависит от выбора центра и инвариантом не являет-
ся. Вторым инвариантом системы сил будет скалярное произведение 
главного вектора на главный момент. Действительно, умножив (3.4) ска-
лярно на R

, получаем 
  RmRMRMR АA

 0 . 
Но R

  0RmA

, поэтому   0 RmR А

 и 
 0MRMR A

  (3.5) 
Если выразить скалярное произведение через проекции перемно-
жаемых векторов на координатные оси, то получим 
 zzyyxxAzzAyyAxx MRMRMRMRMRMR 000  . (3.6) 
Если обозначить через α и β углы между главными векторами и 
главными моментами в центрах О и А (см. рис. 3.11,в), то скалярные про-
изведения будут следующими: 
 R·M0cosα = R·MAcosβ, 
или, разделив на величину R, 
 M0cosα = MAcosβ. (3.7) 
Таким образом, проекция главного момента системы сил на направ-
ление главного вектора является скалярным инвариантом системы сил. 
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Итак, система сил имеет два инварианта, сохраняющихся при любых 
заменах этой системы сил ей эквивалентной: 
1) векторный инвариант – главный вектор системы сил 
  sFR

; 
2) скалярный инвариант – проекция главного момента на направле-
ние главного вектора. 
Следует отметить, что иногда скалярным инвариантом называют 
скалярное произведение главного вектора и главного момента. 
Инварианты системы сил являются параметрами силового винта, ко-
торый в общем случае заменяет заданную систему сил. 
Выше было отмечено, что центральная ось системы сил (ось силово-
го винта) является геометрическим местом точек, для которых главные 
моменты имеют одинаковое наименьшее значение M01 = M0cosα и направ-
лены вдоль этой оси. 
Аналитическое выражение для наименьшего момента системы сил 
M01 = M
 * имеет вид 
 
R
MRMRMR
R
MR
M zzyyxx



 0*

. (3.8) 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. К какому простейшему виду приводится система сходящихся сил? 
2. К какому количеству сил приводится система пар? Система параллель-
ных сил? 
3. В каких случаях система сил приводится к равнодействующей? 
4. Можно ли упростить систему трех сил, представляющих собой дина-
мический винт? 
5. Сформулируйте теорему об изменении главного момента при перемене 
центра приведения. 
6. Какие величины являются инвариантами системы сил? 
7. Назовите векторный и скалярный инварианты системы сил. 
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Глава 4. Вторая задача статики. Условия равновесия                      
произвольной системы сил 
Согласно теореме Пуансо произвольную систему сил можно заме-
нить тремя силами – силой и парой сил: 
  nFFF ,,, 21 

 ∽ 0, MR

. (4.1) 
Из этой теоремы можно получить условия равновесия произвольной 
системы сил. 
Теорема. Для равновесия произвольной системы сил, приложенных к 
телу, необходимо и достаточно, чтобы ее главный вектор и главный мо-
мент относительно любого центра равнялись нулю: 
 0,0 0  MR

. (4.2) 
Докажем необходимость этих условий.  
Дано:  nFFF ,,, 21 

 ∽ 0. 
Доказать:  0,0 0  MR

. 
Доказательство. Если система сил находится в равновесии, т.е. 
 nFFF ,,, 21 

 ∽ 0, то и эквивалентная ей система также будет в равнове-
сии   0, MR

 ∽ 0. Но пару сил, как известно, нельзя уравновесить силой, 
поэтому при равновесии выполняются условия 0и0 0  MR

 – необхо-
димость доказана. 
Достаточность условий. 
Дано: 0,0 0  MR

. 
Доказать:  nFFF



,,, 21  ∽ 0. 
Доказательство. Если для данной системы сил выполняются усло-
вия 0,0 0  MR

, то получившаяся после приведения система сил будет 
уравновешенной, т.е.  0, MR

 ∽ 0. Так как  nFFF ,,, 21 

 ∽ 0, MR

, то и 
эквивалентная ей заданная система сил также будет уравновешенной: 
 nFFF ,,, 21 

 ∽ 0. Достаточность доказана. 
Условия равновесия сил в виде 0,0 0  MR

 представляют собой 
векторную форму условий равновесия любой системы сил. Из нее могут 
быть получены условия равновесия в аналитической (или координатной) 
форме. 
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4.1. Условия равновесия различных систем сил 
а. Произвольная пространственная система сил 
Пусть  nFFF ,,, 21 

 ∽ 0 – произвольная уравновешенная про-
странственная система сил (рис. 4.1). 
 
Выберем декартовы оси координат, найдем главный вектор R

 и 
главный момент 0M

 по формулам (1.7), (1.8): 
222
0
222 , zyxzyx MMMMRRRR  ; 
  kzzkyykxx FRFRFR ,, ; 
       kzzkyykxx FmMFmMFmM

,, . 
При равновесии 0,0 0  MR

 и их проекции Rx = 0, Ry = 0, Rz = 0,                         
Mx = 0, My = 0, Mz = 0, тогда силы должны удовлетворять условиям 
 
 
 
  






 
 
 
.0,0
,0,0
,0,0
kzkz
kyky
kxkx
FmF
FmF
FmF



 (4.3) 
Для равновесия произвольной пространственной системы сил, при-
ложенных к свободному телу, необходимо и достаточно, чтобы алгебраи-
ческие суммы проекций всех сил на каждую из трех координатных осей 
равнялись нулю и алгебраические суммы моментов всех сил относительно 
этих осей также равнялись нулю. 
O 
x 
y 
z 
 nF

 1F

 2F

Рис. 4.1 
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Если равенства (4.3) содержат неизвестные величины, что почти все-
гда бывает при решении задач о равновесии несвободного тела, то они бу-
дут являться уравнениями равновесия. 
б. Пространственная система параллельных сил 
Рассмотрим систему параллельных 
сил, не лежащих в одной плоскости             
(рис. 4.2). Направим ось Oz параллельно 
линиям действия данных сил, а оси Ох и 
Оу – в плоскости, перпендикулярной си-
лам. Тогда проекции каждой силы на оси 
Ох, Оу будут равны нулю и моменты всех 
сил относительно оси Oz также равны ну-
лю. Три условия из (4.3) тождественно 
обращаются в нуль и остаются только три 
условия равновесия для сил, парал-
лельных оси Oz: 
 
    0,0,0   kykxkz FmFmF

. (4.4) 
в. Пространственная система сходящихся сил 
Рассмотрим систему сходящихся 
сил, линии действия которых пере-
секаются в одной точке (рис. 4.3), причем 
силы не лежат в одной плоскости. При-
мем точку пересечения линий действия 
сил за начало координат. Тогда все силы 
будут пересекать каждую из координат-
ных осей, и моменты их относительно 
этих осей равны нулю тождественно. 
Следовательно, сходящиеся силы 
должны при равновесии удовлетворять 
трем условиям равновесия: 
0,0,0   kzkykx FFF . (4.5) 
г. Произвольная плоская система сил 
Пусть на свободное твердое тело дейст-
вуют силы, линии действия которых рас-
положены в плоскости Охy (рис. 4.4). 
Формулы для вычисления главного век-
тора и главного момента были получены 
ранее (1.9). Из этих формул или же из ус-
O 
x 
y 
z 
 1F

 2F

 nF

Рис. 4.2 
O 
z 
x 
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
 2F

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
Рис. 4.3 
y 
O 
x 
 1F

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
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ловий (4.3) получаем три условия равновесия для произвольной плоской 
системы сил: 
   0,0,0 0   kkykx FmFF

.  (4.6) 
Для равновесия произвольной плоской системы сил необходимо и 
достаточно, чтобы были равны нулю суммы проекций всех сил на каждую 
из двух координатных осей, лежащих в плоскости действия сил, и сумма 
моментов всех сил относительно любой точки этой же плоскости. 
 
д. Плоская система параллельных сил 
Рассмотрим систему параллельных 
сил, лежащих в плоскости Оху и парал-
лельных оси Оу (рис. 4.5). Условия равно-
весия такой системы можно получить как 
частный случай из условий (4.6). В данном 
случае первое условие обращается тожде-
ственно в нуль   0kxF , и остаются два 
условия равновесия параллельных сил на 
плоскости: 
  0,0 0   kky FmF

. (4.7) 
е. Плоская система сходящихся сил 
Рассмотрим систему сходящихся 
сил, линии действия которых лежат в од-
ной плоскости (рис. 4.6). Применяя усло-
вия (4.6), находим, что    00 kFm

, т.к. 
все силы проходят через точку О. Следо-
вательно, условиями равновесия сходя-
щихся сил на плоскости будут два: 
0,0   kykx FF . (4.8) 
 
 
 
4.2. Три вида аналитических условий равновесия                                   
произвольной плоской системы сил 
Первый вид аналитических условий равновесия, называемый также 
основным, состоит из двух условий для проекции сил и одного условия 
для моментов сил. Приведем его еще раз: 
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
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
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  0,0,0 0   kkykx FmFF

. 
Заметим, что оси Ox и Oy – любые на плоскости, где расположены 
силы, центр моментов О – любая точка этой плоскости. 
Второй вид аналитических условий равновесия состоит из одного 
условия для проекций сил и двух – для моментов: 
     0,0,0   sBsAkx FmFmF

, 
причем нужно, чтобы ось Ox, на которую проецируются силы, не была 
перпендикулярна прямой, проходящей через точки А и В. 
При таком добавочном ограничении эти условия будут достаточны-
ми для равновесия системы сил, т.е. из них будут следовать условия 
0,0 0  MR

. Докажем это. Примем точку А за центр приведе-                               
ния (рис. 4.7). Тогда после приведения системы сил к этому центру полу-
чим силу  sFR

 и пару с моментом   sAA FmMm

. 
Но   0 sA Fm

, следовательно, при 0R

система приводится к 
равнодействующей, линия действия которой проходит через точку А. По-
вторив аналогичные рассуждения для центра приведения в точке В, полу-
чим, что линия действия равнодействующей при 0R

 должна пройти и 
через точку В, т.е. АВ –линия действия равнодействующей. Но в таком 
случае проекция равнодействующей на ось Ox будет отлична от нуля 
0 kxx FR , что противоречит первому из данных условий. Следова-
тельно, должно быть R = 0. 
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Третий вид аналитических условий равновесия содержит все три ус-
ловия для моментов сил: 
       0,0,0   sCsBsA FmFmFm

, (4.9) 
где точки A, B, C – любые, но не лежащие на одной прямой. 
При таком добавочном ограничении эти условия будут достаточны-
ми для равновесия системы сил. Докажем это (рис. 4.8). 
 
Повторяя первую часть рассуждений, приведенных выше, получим, 
что при 0R

 система может приводиться к равнодействующей, прохо-
дящей через точки А и В. Но в таком случае моменты равнодействующей 
относительно точки С      0  sCC FmRm

, что противоречит треть-
ему из приведенных условий. Следовательно, должно быть R = 0. 
Заметим, что при решении конкретных задач вид условий равнове-
сия выбирают так, чтобы в уравнениях было как можно меньше неизвест-
ных (лучше, чтобы в каждом уравнении было по одной неизвестной). 
4.3. Равновесие систем тел 
Во многих задачах статики приходится рассматривать равновесие 
систем, состоящих из нескольких взаимодействующих твердых тел. Эти 
тела (детали машин, механизмов, сооружений) могут быть соеденены 
шарнирами, стержнями и другими связями или же просто опираться друг 
на друга. 
Силы, с которыми тела рассматриваемой системы действуют друг на 
друга, называются внутренними силами и по аксиоме о взаимодействии 
они равны по модулю и направлены в противоположные стороны. Ос-
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тальные силы являются внешними (силы взаимодействия с телами, не 
входящими в рассматриваемую систему). 
Рассмотрим трехшарнирную арку, состоящую из двух полуарок ве-
сом Р1 и Р2, которые соединены шарниром С (рис. 4.9,а). В точках А и В – 
шарниры. 
Отметим, что для данной системы силы 2121 ,,, CCCC 

 являются 
внутренними, а силы 212121 ,,,,, BBAAPP

 – внешними. 
Существует два метода решения задач на равновесие системы тел. 
Пусть для простоты рассуждений система состоит из двух тел. 
Метод 1. Расчленяем систему на отдельные тела (рис.4.9,б,в) и рас-
сматриваем равновесие каждого тела отдельно. Для каждого тела состав-
ляем три уравнения равновесия. Получившиеся шесть уравнений равнове-
сия позволяют определить шесть неизвестных величин. 
Метод 2. Рассматриваем равновесие всей системы, считая место со-
единения затвердевшим, и составляем три уравнения равновесия                    
(рис. 4.9,а). Дополнительно рассматриваем равновесие одного тела, со-
ставляя для него три уравнения (рис 4.9,б). Вновь получаем шесть уравне-
ний равновесия. 
При решении конкретных задач выбор метода осуществляют так, 
чтобы получившаяся система уравнений была наиболее простой. 
 
Замечание. Задача о равновесии тела или системы тел называется 
статически определимой, если число неизвестных не превосходит числа 
независимых уравнений равновесия. Если число неизвестных сил (или со-
ставлявших их) окажется больше числа независимых аналитических усло-
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вий равновесия, то задачу называют статически неопределимой. Такие за-
дачи нельзя решить методами одной статики твердого тела. Методы реше-
ния статически неопределимых задач рассматриваются в курсах сопротив-
ления материалов, строительной механики и требуют учета деформаций 
тела, т.е. отказа от используемой гипотезы об абсолютно твердом теле. 
Пример простейшей статически неопределимой задачи приведен на 
рис. 4.10: для плоской системы сил число условий равновесия равно трем, 
а неизвестных опорных реакций – четыре. 
 
4.4. Примеры решения задач на равновесие твердых тел 
Рассмотрим два примера решения задач на исследование положения 
равновесия твердых тел. В первом из них (пример 4.1) рассматривается 
плоская система сил, действующая на систему двух тел (сочлененные те-
ла). Во втором (пример 4.2) изучается пространственная система произ-
вольно расположенных сил, действующих на одно тело. 
Пример 4.1. Две балки  АВ  и ВС   одинаковой длины 2а соединены 
между собой шарниром В. Конец  А  балки АВ  жестко заделан, а конец С 
балки ВС опирается на горизонтальную подвижную опору. Угол между 
балками равен 60°, а в середине балки ВС, перпендикулярно к ней, дейст-
зует сила Q (рис. 4.11,а). Определить реакции опор А  и С, а также шарни-
ра В, если вес каждой балки P = 200 H,  Q = 300 H,  a = 2 м. 
Расчленим систему на отдельные части, учитывая, что в месте со-
единения силы равны по модулю и направлены в противоположные сто-
роны. Рассмотрим равновесие каждого тела отдельно. На рис. 4.11,б пока-
заны силы, действующие на каждую балку. Рассмотрим вначале равнове-
сие балки ВС. Действительно, для этого тела число неизвестных величин 
равно трем, и они сразу определяются из трех уравнений равновесия про-
извольной плоской системы сил (4.6): 
030cos,0 1  QBX k , 
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060cos,0 2  NPQBYk  , 
060cos60cos2,0   aPQaaNmB . 
 
Из этих уравнений  QPBQBPQN  5,0,30cos,5,0 21  . 
Подставляя числовые значения, получаем N = 400 Н, B1 = 260 Н,                   
B2 = -50 Н. 
Далее рассмотрим равновесие балки АВ, учитывая, что 
2211 , BBBB  , 
  ,0,0 11 BAX k  
  ,0,0 22 PBAYk  
060cos230cos260cos,0 21   aBaBaPmm AA . 
Из уравнений получаем А1 = В1,  А2 = Р + В2,  35,0 12 BBPamA  , 
А1 = 260 Н,  А2 = 150 Н,  mA = -800 Н·м. 
Сила В2 и момент mA получились отрицательными. Это означает, что 
их действительное направление противоположно показанному на рисунке. 
Отметим, что задачу можно было решать иначе. Вначале можно бы-
ло бы рассмотреть равновесие всей системы, считая место соединения за-
твердевшим, и составить три уравнения равновесия. Затем рассмотреть 
равновесие одного тела, например балки ВС, также составляя три уравне-
ния равновесия. 
Пример 4.2. Однородная крышка ABCD прямоугольного ящика 
удерживается в равновесии невесомым стержнем CF (рис. 4.12,а), состав-
ляя с горизонтальной плоскостью угол α = 60°. Вес крышки Р = 173 Н.     
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В точке Е крышки приложена сила  Q = 50 Н, направленная вдоль сторо-
ны CD. Определить реакции связей А и В, считая, что в точке А установ-
лен упорный подпятник, а в точке В – цилиндрический шарнир (подшип-
ник). Найти также усилие в стержне CF,  полагая крепления в точках C и 
F шарнирными. Принять, что BC = BF = 0,5AB = 0,8 м,  CE = ED. 
 
 
Рассмотрим равновесие крышки  ABCD. На нее действуют активные 
(заданные) силы P

 и Q

  и реакции связей в точках A, B, C. 
Реакция подпятника разложена на три составляющих 321 ,, AAA

, на-
правленных вдоль координатных осей (ось Оy направлена по оси враще-
ния АВ); реакция цилиндрического шарнира – на две составляющие в 
плоскости, перпендикулярной оси шарнира, 31 и BB

 ( В2 = 0 ); реакция 
стержня S

 направлена по линии CF (рис. 4.12,б). Для полученной произ-
вольной пространственной системы сил составим шесть уравнений равно-
весия (4.3), причем предварительно выполним еще один вспомогательный 
рисунок – вид с подожительного направления оси Ay (рис. 4.12,в): 
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0,0 2  QAYk , 
060sin,0 33  PSBAZk  , 
060sin5,060sin,0 3   BCQABPABSABBmx , 
060cos5,0,0  ShBCPmy  , 
060cos60cos,0 1   BCQABBABSmz , 
где h = BC·cos30º. 
Подставив числовые данные и решив уравнения, получим 
S = 50 H,   B1 = 12,5 H,  B3 = 21,6 H, 
A1 = 12,5 H,  A2 = 50 H,  A3 = 108 H. 
 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Сформулируйте условие равновесия системы сил: в векторной форме, 
скалярной форме. 
2. Укажите условие равновесия системы параллельных сил в пространст-
ве, на плоскости. 
3. Приведите различные формы записи условий равновесия плоской сис-
темы сил. 
4. Укажите количество уравнений равновесия для системы тел в случаях 
плоской и пространственной систем, действующих на каждое тело. 
5. Назовите аксиомы, используемые при решении задач на равновесие 
системы тел. 
6. Сформулируйте, какие задачи называют статически неопределимыми, 
приведите примеры таких задач. 
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Глава 5. Равновесие при наличии сил трения 
Рассматривая равновесие несвободных тел, мы пренебрегали силами 
трения и все поверхности полагали абсолютно гладкими. В действительно-
сти поверхности всех тел обладают той или иной степенью шероховатости 
и реакции их не будут направлены по нормалям к этим поверхностям. 
Трение играет в природе и технике огромную роль, в одних случаях 
полезную, в других – вредную. Трение вызывает износ трущихся поверх-
ностей, уменьшает долговечность машин и механизмов. Но без трения не-
возможна работа различных винтовых соединений, невозможно движение 
автомашин, поездов, людей и т.д. 
 
5.1. Трение, препятствующее скольжению 
Пусть на тело действует плоская система сил. Реакция R

 поверхно-
сти может быть разложена на две составляющие N

 и тF

 – нормальную 
реакцию и силу трения (рис. 5.1). В теоре-
тической механике обычно рассматривают 
сухое трение , когда между поверхностями 
нет смазочного слоя. При наличии смазки 
трение будет жидкостным или полужидко-
стным, законы его изучаются в гидродина-
мике, в теории механизмов и машин. 
Основные приближенные законы для 
сухого трения были установлены в конце 
ХVII века Амонтоном и четко сформулиро-
ваны в XVIII веке Кулоном. 
1. Сила трения, препятствующая скольжению тела, при покое может 
принимать любые значения в пределах от нуля до максимального значения: 
 maxт0 FF  . (5.1) 
2. Максимальная сила трения, препятствующая скольжению, про-
порциональна нормальному давлению (нормальной реакции): 
 fNF max , (5.2) 
где f – коэффициент трения скольжения при покое, или коэффициент ста-
тического  трения. Этот коэффициент определяется экспериментально, и 
его значения имеются в справочниках (например, для металла по металлу 
f = 0,15 – 0,25; для кирпича по бетону f = 0,76 и т.д.). Коэффициент f зави-
сит от материала трущихся тел, степени обработки поверхностей, темпе-
ратуры и других физических факторов. Максимальная сила трения Fmax и 
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 тF

α 
Рис. 5.1 
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коэффициент f при прочих равных условиях не зависят от величины пло-
щади соприкосновения трущихся поверхностей. 
Второй закон Кулона справедлив и при движении (скольжении), т.е. 
Fт = fдN, причем fд – коэффициент динамического трения – зависит от от-
носительной скорости скольжения. Этот коэффициент меньше статиче-
ского коэффициента (например, для металла по металлу fд ≈ 0,1, для кир-
пича по бетону fд ≈ 0,4). 
Экспериментальное доказательство прибли-
женных законов Кулона нетрудно получить на 
простом опыте. На неподвижную горизонтальную 
плоскость положен брусок весом Р (рис. 5.2). 
Приложим к этому бруску горизонтальную силу 
Q , что можно осуществить, привязав к бруску 
гибкую и тонкую веревку, перекинутую через 
блок, к концу которой подвешена чаша с гирями. 
Если бы реакция неподвижной плоскости своди-
лась только к нормальной силе N

, то горизон-
тальная сила Q

, как бы мала она ни была, оста-
ваясь неуравновешенной, заставила бы брусок скользить по плоскости. Но 
в действительности брусок остается в покое до тех пор, пока сила Q не 
достигнет некоторой определенной величины. Это приводит к заключе-
нию, что кроме нормальной реакции N

 возникает еще сила F

, противо-
положная силе Q

 и препятствующая скольжению бруска. Эта сила F

 и 
есть сила трения между бруском и опорной плоскостью. 
Будем постепенно увеличивать силу Q. До тех пор пока брусок оста-
ется в равновесии, будем иметь  N = P, F = Q. Из последнего равенства 
следует, что с возрастанием силы Q увеличивается и сила трения F. Нако-
нец наступит такой момент, когда брусок будет находиться на пороге 
скольжения. Дальнейшее увеличение силы Q, хотя бы самое малое, вызо-
вет уже скольжение по плоскости, в этот момент сила F достигает макси-
мального значения, и при дальнейшем увеличении силы  Q она уже не 
сможет уравновесить эту силу. 
Многие задачи на равновесие тел с учетом трения можно решать 
графически, используя понятия угла и конуса трения. Полная реакция 
опорной поверхности при наличии трения составляет с нормалью угол φ, 
который может принимать разные значения в зависимости от величины 
силы F (рис. 5.3). При максимальном трении, когда F = Fmax, угол откло-
нения будет наибольшим φmax. 
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Этот наибольший угол отклонения и называют углом трения. Из 
рисунка видно, что 
 f
N
F
tg  maxmax , 
т.е. тангенс угла трения равен коэффициенту трения. 
Конусом трения называется конус, описанный полной реакцией при 
всех возможных направлениях максимальной силы трения в касательной 
плоскости (рис. 5.4). Конус трения определяет область равновесия, обла-
дающую следующим свойством: 
любая по величине сила, проходя-
щая через точку опоры, не приведет 
тело в движение, если линия дейст-
вия ее лежит внутри конуса трения 
или совпадает с его образующей. 
Этим объясняется явление          за-
клинивания, самоторможения             
и т.п. 
 
 
 
 
 
 
 
Пример 5.1. Пусть плоскость ОА (рис. 5.5) может вращаться на 
шарнире О так, что её можно установить под любым углом α к горизонту. 
При каком угле α  тело весом Р будет оставаться в равновесии? 
Рис. 5.4 
n 
φmax 
n 
φmax φ 
 N
  R

 maxR

 тF

 maxF

Рис. 5.3 
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Рис. 5.5 
Уравнения равновесия рассматриваемого тела имеют вид 
0sin,0 т  PFXk , 
0cos,0  PNYk , 
 cos,sinт PNPF  . 
N
Fтtg  , 
Fт ≤ fN, tgα ≤ f, 
f = tgφmax,  tgα ≤ tgφmax, 
α ≤ φmax, 
т.е. тело будет оставаться в равновесии до тех пор, пока угол наклона 
плоскости не превышает угла трения. 
Этот вывод можно использовать, чтобы опытным путем определить 
коэффициент трения. Надо постепенно увеличивать угол до тех пор, пока 
тело не начнет скользить. Если измерить максимальный угол α , при кото-
ром тело еще остается в равновесии, то тангенс этого угла равен искомому 
коэффициенту трения f . 
Методика решения задач на равновесие при наличии трения та же, 
что и при гладких опорных поверхностях. Силы трения, входящие в усло-
вия равновесия, нужно заменить выражениями через нормальные реакции 
с учетом законов Кулона. Если положение равновесия не является пре-
дельным, т.е.   Fт < Fmax, то некоторые из условий равновесия обратятся в 
неравенства и придется решать систему уравнений совместно с неравен-
ствами. Часто, чтобы избежать действий с неравенствами, предполагают, 
что рассматривается предельное состояние, когда Fт = Fmax. 
Пример 5.2. На наклонной плоскости с углом α =60° находится груз 
весом  Р = 10 Н (рис. 5.6). Коэффициент трения f = 0.5. Какую силу Q 
y 
x 
O α 
A φmax 
 N
  R

 P

 
maxF

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можно приложить к грузу параллельно наклонной плоскости, чтобы груз 
оставался в равновесии? 
 
Рис. 5.6 
Рассмотрим два предельных состояния:  
1) когда груз будет стремиться сдвинуться вверх по наклонной плос-
кости, Q = Qmax (рис. 5.6,а); 
2) когда груз будет стремиться скользить вниз по наклонной плос-
кости, Q = Qmin  (рис. 5.6,б).  
Уравнения равновесия: 
  0sin,0 т QFPX k  , 
0cos,0  PNY k , 
 cos,cos т fPfNFPN  . 
Тогда    Qmax = P(sinα + f cosα) = 11,2 H, 
Qmin = P(sinα – fcos α) = 6,2 Н. 
Область равновесия для значений Q: 
6,2 Н ≤ Q ≤ 11,2 Н. 
Отметим, что при отсутствии трения Q = 8,66 Н. 
5.2. Трение ремня о цилиндрическую поверхность 
На рис. 5.7,а   показан ремень, охватывающий шкив радиусом r при 
значении центрального угла AOB, равном β;  T1 – натяжение ремня в ве-
y 
x α 
 N

 P

 тF

 maxQ

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x α 
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дущей ветви;  T2 – натяжение в ведомой ветви. Вследствие трения между 
ремнем и шкивом последний будет вращаться в направлении, указанном 
стрелкой. Требуется найти отношение T1/T2, при котором шкив находится 
в равновесии или вращается равномерно, а ремень не скользит по шкиву. 
Рис. 5.7 
Рассмотрим равновесие элемента ремня длиной ds = rdθ. 
Положение этого элемента определяется углом θ  (рис. 5.7,а). На 
рассматриваемый элемент (рис. 5.7,б) действует плоская система сил. Со-
ставим уравнения равновесия, учитывая, что угол dθ мал и 1
2
θ
cos 
d
, 
2
θ
2
θ
sin
dd
 : 
  0,0  dTTdFTX k , 
  0
2
θ
2
θ
,0 
d
dTT
d
TdNYk . 
Из первого уравнения получаем dF = dT , т.е. приращение натяжения 
ремня равно приращению силы трения. Из второго уравнения получим, 
пренебрегая величинами второго порядка малости, dN = Tdθ. 
 
dθ 
θ 
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B A 
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При возможном возникновении скольжения существует следующее 
соотношение: dF = fdN. Это уравнение после использования написанных 
выше соотношений примет вид 
 dT = fTdθ             или              θfd
T
dT
 . 
Из последнего уравнения определяется отношение приращения на-
тяжения на длине элемента к полному натяжению ремня в точке, опре-
деляемой углом θ. Интегрируя это выражение по всей длине линии кон-
такта АВ, получим 
 βln
2
1 f
T
T
       или      fe
T
T

2
1 . 
Отсюда видно, что отношение натяжений T1 и T2 ведущей и ведомой 
ветвей ремня очень быстро возрастает с ростом величины центрального 
угла β  линии контакта AB. Это объясняет, почему человек может удержи-
вать очень большой груз на конце веревки, обмотав её просто один или 
два раза вокруг столба. Необходимо также отметить, что отношение  T1/T2  
не зависит от радиуса шкива.  
Приведем значение  T1/T2 при  f = 0,5 (канат по дереву): 
 
Число оборотов β T1/T2 
0,5 π 5 
1 2π 23 
1,5 3π 111 
2 4π. 500 
 
5.3. Трение, препятствующее качению 
Сопротивление, возникающее при качении одного тела по по-
верхности другого (или при стремлении катить одно тело по поверхности 
другого), называется трением качения. Оно возникает при качении колес 
автомашин, вагонов, при движении шариков, роликов в подшипниках              
и т.д. Объяснить возникновение этого сопротивления можно деформиро-
ванием соприкасающихся тел и появлением, следовательно, распределен-
ной системы опорных реакций (рис. 5.8,а). Эту систему опорных реакций 
можно заменить эквивалентной системой, состоящей из силы R

, прило-
женной в точке А, и пары сил с моментом Мт (рис. 5.8,б).  На этом рисунке 
сила разложена на составляющие N

 и тF

; момент пары Мт называют мо-
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ментом трения качения. Известно, что силу N

 и пару сил, лежащих в од-
ной плоскости, можно заменить одной силой. 
 
 
 
Рис. 5.8 
Эта сила будет равна N

 и смещена относительно центра приведения 
на расстояние 
N
M
d т  (рис. 5.8,в). На этом же рисунке показана сила тре-
ния скольжения, перенесенная по линии действия силы. 
Итак, реакция шероховатой поверхности при учете трения качения 
состоит из нормальной составляющей N

 и силы трения скольжения тF

. 
Нормальная составляющая смещена относительно точки на величину d. 
Для трения качения экспериментально установлены приближенные 
законы: 
1) момент пары трения качения при покое может иметь различные 
значения от нуля до максимальной величины: 
 0 ≤ Mт ≤ Mmax; 
2) максимальный момент пары трения качения пропорционален 
нормальному давлению: 
 Mmax = kN, 
где k – коэффициент трения качения. 
Заметим, что коэффициент трения качения имеет размерность длины 
и его можно трактовать как максимальное плечо dmax. 
а 
б в 
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Максимальный момент Mmax и коэффициент k в широких пределах 
не зависят от радиуса катка, а зависят от материала и физического состоя-
ния соприкасающихся поверхностей. 
Коэффициент трения качения для дерева по дереву k = 0,05 – 0,08 см; 
для мягкой стали по стали (колесо по рельсу) k = 0,005 см; для закаленной 
стали по стали (шариковый подшипник) k = 0,001 см. 
Рассмотрим условия равновесия катка под действием плоской сис-
темы сил с учетом трения качения (рис. 5.8,г): 
  QFFQX k тт ,0,0 , 
  PNPNYk ,0,0 , 
  0,0 QhNdmA , 
Fmax = fN,    Mтmax = kN,   тогда  Fт ≤ Fmax. 
Mт ≤ Mтmax,    Q ≤ fN,    N
h
k
Q  . 
Если увеличивать силу Q, то при нарушении первого неравенства 
каток начнет скользить (не вращаясь). Если же нарушается только второе 
неравенство, то каток будет катиться  (без скольжения). Если же наруша-
ются оба неравенства, то каток будет катиться и скользить. Обычно 
f
h
k
 , поэтому для начала качения требуется значительно меньшая сила, 
чем для начала скольжения. 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Зависит ли коэффициент трения скольжения при покое от площади со-
прикасающихся поверхностей? 
2. Тело лежит на шероховатой наклонной плоскости с углом наклона α . 
Коэффициент трения между телом и плоскостью f. При каком значении 
угла α тело будет скользить по плоскости? 
3. Каток радиуса R равномерно катится (без скольжения) по наклонной 
плоскости с углом наклона α. Определить коэффициент трения каче-
ния. 
4. Зная коэффициенты трения скольжения f и качения k катка радиусом R, 
определить условия начала а) чистого качения и б) чистого скольжения 
катка по наклонной плоскости. 
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Глава 6. Центр тяжести 
Согласно закону всемирного тяготения на все материальные части-
цы, расположенные вблизи поверхности Земли, действуют силы притяже-
ния, направленные к центру Земли. Если тело, размеры которого малы по 
сравнению с радиусом Земли, разбить мысленно на элементарные части-
цы, то силы притяжения nPPP



,,, 21   частиц можно считать системой па-
раллельных сил (рис. 6.1). Равнодействующая этих сил P

 называется си-
лой тяжести тела: P

 ∽  nPPP



,,, 21 . Очевидно 
 


n
k
kPP
1
.  (6.1) 
При любом повороте тела в пространстве силы kP

  (k =1, 2, …, n) ос-
таются приложенными в одних и тех же точках и параллельными друг 
другу, изменяется только их направление по отношению к телу. При этом 
равнодействующая P

 будет также поворачиваться по отношению к телу и 
будет проходить при любых положениях тела через одну и ту же точку, 
неизменно связанную с телом. Эта точка называется центром тяжести 
тела. 
Это свойство справедливо и для любой системы параллельных сил, 
приводящихся к одной силе – равнодействующей. Точку, лежащую на ли-
нии действия равнодействующей, вокруг которой она поворачивается при 
повороте всех сил на один и тот же угол вокруг своих точек приложения, 
называют центром параллельных сил. Покажем центр параллельных сил, 
например, для системы двух сил, направленных в одну сторону и прило-
женных в точках А1 и А2 тела (рис. 6.2). Равнодействующая этих сил F = 
F1 + F2 приложена в точке С, делящей расстояние А1А2 на части, обратно 
пропорциональные силам: 
 
1
2
2
1
F
F
CA
CA
 . 
Этот результат известен из курса физики в средней школе. Повернем 
силы F1 и F2 вокруг точек приложения на угол α в одну и ту же сторону.  
Очевидно, что равнодействующая сил F также повернется на тот же угол 
вокруг точки С. Точка С и является центром параллельных сил для систе-
мы сил  21, FF

. 
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6.1. Координаты центра тяжести тела 
Выведем формулы для вычисления координат центра тяжести тела 
(или центра параллельных сил), считая известными координаты точек 
приложения сил  kkkk zyxP ,,

 и величины этих сил. На рис. 6.3 показаны 
одна из составляющих сил  nkPk ,,2,1 

  и равнодействующая их – си-
ла тяжести тела P

, приложенная в центре тяжести – точке С(xc, yc, zc). 
 
Применим теорему Вариньона о моменте равнодействующей отно-
сительно координатных осей Ох, Оу: 
          kyykxx PmPmPmPm

, . (6.2) 
Из рис. 6.3 видно, что плечи сил относительно оси Ох – ординаты, а 
относительно оси Оу – абсциссы точек приложения сил.  
Написанные равенства примут вид 
z 
x 
O 
C  P
  kP

 kP

 P

 kA
Рис. 6.3 
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Рис. 6.1 Рис. 6.2 
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   kkCkkC yPPyxPPx , . 
Из этих уравнений вычисляются координаты xC, yC. Для получения 
координаты zC повернем все силы (для сил тяжести – всё тело вместе со 
скрепленными с ним осями координат) так, чтобы они были параллельны 
оси Oy  (см. рис. 6.3),  и вновь применим теорему Вариньона относительно 
оси  Ох: 
  kkC zPPz . 
Итак, получаем формулы для вычисления всех координат центра тя-
жести тела: 
 
P
zP
z
P
yP
y
P
xP
x kkC
kk
C
kk
C
  ,, , (6.3) 
где Р определяется из (6.1). 
Если из начала координат провести в точки приложения сил               
радиусы-векторы этих точек kr
  и Cr
 , то из (6.3) следует и выражение для 
радиуса-вектора  Cr

: 
 
P
rP
r kkC


. (6.4) 
По формулам (6.3) определяется также положение центра парал-
лельных сил  nFFF



,,, 21 , направленных в разные стороны. В этом слу-
чае следует под Pk понимать алгебраические величины, т.е. проекции сил 
kF

 на ось, параллельную силам, а под Р – равнодействующую, равную ал-
гебраической сумме проекций всех сил на эту же ось. 
6.2. Координаты центров тяжести однородных тел 
Для однородного тела, у которого удельный вес всех его частиц оди-
наков, положение центра тяжести тела не зависит от материала, а опреде-
ляется лишь геометрической формой тела. Действительно, обозначив 
удельный вес (вес единицы объема) через γ, имеем 
 Pk = γΔVk,   P = γV, 
где ΔVk  и V – соответственно объемы частицы веса Рk и всего тела. Под-
ставив эти значения в (6.3) и сократив на постоянный множитель γ, полу-
чим 
   kkCkkCkkC zVV
zyV
V
yxV
V
x
1
,
1
,
1
. (6.5) 
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Путем аналогичных рассуждений получают формулы для координат 
центра тяжести тела в тех случаях, когда оно представляет собой однород-
ную и тонкую поверхность (оболочку), в частности плоскую пластинку: 
   kkCkkCkkC zSS
zyS
S
yxS
S
x
1
,
1
,
1
, (6.6) 
где S – площадь всей поверхности;  ΔSk – площадь ее части. В случае пло-
ской пластины zC = 0, а выражения, стоящие в числителях, называют  
статическими моментами площади относительно координатных осей: 
   kkykkx xSSySS , .  
Тогда 
 0,,  C
x
C
y
C zS
S
y
S
S
x . 
Если тело имеет одно измерение (составлено из однородных тонких 
линий), то 
   kkCkkCkkC zlL
zyl
L
yxl
L
x
1
,
1
,
1
, (6.7) 
где L – длина всей линии; 
 Δlk – длина ее части.  
Заметим, что центры тяжести однородных тел часто называет цен-
трами тяжести объема, площади, линии. 
Все написанные выше формулы для координат центра тяжести в об-
щем случае являются приближенными, и результат вычисления будет за-
висеть от n – числа частиц, на которые разбито рассматриваемое тело. Для 
получения точных значений координат центра тяжести нужно в этих фор-
мулах перейти к пределу при n→∞, тогда суммы перейдут в определенные 
интегралы и формулы (6.5)–(6.7) запишутся следующим образом: 
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6.3. Способы определения положения центров тяжести тел 
Для определения положения центров тяжести однородных тел, 
имеющих простую геометрическую форму, или сложных тел, образован-
ных из простых, можно использовать следующие способы: симметрии, 
разбиения на части, дополнения или, иначе, способ отрицательных объе-
мов или площадей. 
1. Способ симметрии. Если однородное тело имеет плоскость, ось 
или центр симметрии, то центр тяжести его находится в этой плоскости, 
на оси или в центре симметрии. 
Например, однородное круглое кольцо имеет центр симметрии в 
центре кольца, и, следовательно, там будет и центр тяжести. Прямо-
угольная пластинка имеет две оси симметрии, и центр тяжести находится 
на пересечении этих осей и т.д. 
2. Способ разбиения на части. Если тело сложной формы можно 
разбить на конечное число частей, у которых положение центров тяжести 
известно, то точное положение центра тяжести определяется по формулам 
(6.5)-(6.7) без привлечения интегрального исчисления. 
Например, положение центра тяжести однородной плоской фигуры 
(рис. 6.4) можно найти точно по формуле (6.6), разбив фигуру на три час-
ти и используя способ симметрии. Проводим координатные оси, совмес-
тив ось Оу с осью симметрии фигуры. Вычисляем координаты центров 
тяжести каждого прямоугольника и их площади (размеры даны на рисунке 
в сантиметрах): y1 = 1 см,   y2 = 5 см,   y3 = 9 см,   S1 = 16 см
2,   S2 = 12 см
2, 
S3 = 8 см
2.  Площадь всей пластины S = S1 + S2 + S3 = 36 см
2. 
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Подставляя числовые значения в формулу (6.6), находим координа-
ты центра тяжести пластины xC, yC: 
  332211
1
,0 SySySy
S
yx CC  , 
   см1,4
9
1
489125161
36
1
Cy . 
Отметим положение этой точки на рисунке. 
3. Cпособ дополнения. Этот способ является частным случаем пре-
дыдущего способа. Применяется он к телам, имеющим вырезы, если цен-
тры тяжести тела без вырезов и вырезанных частей известны. При разбие-
нии на части вырезанные объемы, площади, длины линий берутся в фор-
мулах со знаком "минус". 
Пример 6.1. Найти положение центра тяжести круглой пластинки, 
имеющей вырез (рис. 6.5).  
Дано: R, r, OA = a. Заштрихованная 
плоская фигура имеет  ось симметрии, 
которая проходит через центры окруж-
ностей O и А. 
Решение. Проводим координатные 
оси, совместив ось Ох с осью симметрии. 
Тогда yC = 0. Для нахождения координа-
ты xC дополним площадь пластинки до 
полного круга (часть 1) и вычтем из нее 
вырез (часть 2). При этом площадь выре-
занной части должна быть взята со зна-
ком "минус". Имеем S1 = πR
2, S2 = -πr
2, 
S = S1 + S2 = π(R
2 – r2). Координаты цен-
тров тяжести частей  x1 = 0, x2 = a. 
 
Подставляя найденные значения в формулу (6.6), получим 
 
22
2
2211
1
rR
ar
SxSx
S
xC

 . 
Укажем положение точки C на рисунке  (xC < 0). 
 
6.4. Центры тяжести некоторых однородных тел 
1. Треугольная пластинка. Разобьем площадь треугольника прямы-
ми, параллельными основанию АВ, на большое число узких полосок               
(рис. 6.6). Каждую такую полоску можно рассматривать как прямолиней-
x 
r 
A 
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R 
Рис. 6.5 
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ный отрезок, у которого центр тяжести находится в его середине. Следо-
вательно, центр тяжести всего треугольника будет лежать на прямой DE 
(медиане). Аналогичные рассуждения 
можно провести и для других сторон тре-
угольника. Центр тяжести площади тре-
угольника совпадает с точкой  пересече-
ния его медиан, причем, как известно из 
геометрии, 
 
DECDDECE
3
2
,
3
1
 . (6.9) 
2. Дуга окружности.  Найдем поло-
жение центра тяжести дуги окружности 
радиуса R с центральным углом А0В = 2a  
(рис. 6.7). Дуга имеет ось симметрии,  ко-
торая делит AOB  пополам. Примем ось сим-
метрии за ось Ox. Центр тяжести лежит на этой 
оси, т.е. yC = 0. Найдем координату xC по фор-
муле (6.8). Для этого выделим на дуге элемент 
длиной dl = Rdφ,  положение которого опреде-
ляется углом φ. Координата x центра тяжести 
этого элемента определится формулой                         
x = Rcosφ.  Подставляя значения x и dl  в форму-
лу, получим 
 

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
sin2cos
1 22
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 L
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d
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xdl
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. 
 
Длина дуги АВ определяется по данному 
углу L = R·2α, где угол α измеряется в радианах. 
Тогда 

sin
RxC  .
 
(6.10) 
В частном случае для полуокружности 
α = π/2 
RRxC 64,0π
2
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3. Круговой сектор. Рассмотрим круговой сектор ОАВ   радиуса R  с 
центральным углом А0В = 2α (рис. 6.8). Сектор имеет ось симметрии, на 
которой и находится центр тяжести. Разбиваем площадь сектора радиуса-
ми. проведенными из центра О на элементарные секторы, которые можно 
считать приблизительно треугольниками. Центры тяжести элементарных 
секторов располагаются на дуге окружности радиуса R
3
2
. Следовательно, 
центр тяжести сектора ОАВ будет совпадать с центром тяжести дуги DE, 
положение которого определяется по формуле (6.10).  
 
Итак, центр тяжести площади кругового сектора лежит на его оси 
симметрии на расстоянии от центра О, равном 
 

sin
3
2
RxC  . (6.11) 
В частности, для площади полукруга получим 
 R
R
xC 42,03
4


. 
4. Сегмент круга. Положение центра тяжести площади сегмента 
круга радиуса R с центральным углом AOB = 2α (рис. 6.9) найдем спосо-
бом дополнения. Сегмент дополним до кругового сектора (часть 1), а за-
тем вычтем площадь треугольника OAB (часть 2). 
Все рассматриваемые фигуры симметричны отно-
сительно оси Ох, следовательно, yC = 0, а координа-
та xC   определяется формулой (6.6). 
 2211
1
SxSx
S
xC  , 
где 

sin
3
2
1 Rx  ;  S1 = R
2α – координата центра 
тяжести и площадь сектора круга: cos
3
2
2 Rx  ,             
S2 = -R
2sinα·cosα –  координата центра тяжести и 
площадь треугольника: S = S1 + S2 = R
2(α – sinα cosα) 
–площадь сегмента. Произведя вычисления, получим координату центра 
тяжести площади сегмента круга 
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5. Конус. Найдем положение центра тяжести конуса высоты Н и ра-
диуса основания R  (рис. 6.10). Направив ось Oz  по оси симметрии конуса, 
имеем   xC = 0,   yC = 0, 
 )(
1
VC
zdV
V
z , 
где HRV 2
3
1
  – объем конуса; dV = πr2dz – 
выделенный элементарный объем. 
Но из подобия треугольников 
H
z
R
r
  и, 
следовательно, dzz
H
R
dV 2
2
2
 . Подставив под 
знак интеграла это выражение dV , получаем 
Hdzz
H
R
V
z
H
C 4
31
0
3
2
2
 

. 
Таким образом, центр тяжести конуса находится на расстоянии H
4
3
 
от вершины или H
4
1
 от основания. Этот вывод справедлив также и для  
объема пирамиды. 
6. Полушар. Полушар имеет ось симметрии, которую примем за ко-
ординатную ось Ох (рис. 6.11). 
Центр тяжести объема полушара най-
дем по формуле 
 )(
1
VC
xdV
V
x , 
где 3
3
2
RV   – объем полушара;  
dxrdV 2  – выделенный элементарный 
объем.  
Но квадрат радиуса выделенного диска                
r2 = y2 =R2 – x2. Выполнив интегрирование в 
пределах от x = 0 до x = R, получим 
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Таким образом, центр тяжести объема полушара находится от его 
центра O на расстоянии 
 ROC
8
3
 . 
Формулы, определяющие положение центров тяжести многих дру-
гих однородных тел правильной геометрической формы, можно найти в 
различных технических справочниках. 
Центры тяжести как однородных,  так и неоднородных тел сложной 
конфигурации можно определять экспериментально (например, методом 
подвешивания на нити, методом взвешивания). 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Может ли система параллельных сил приводиться к силовому винту? 
2. Приведите определение центра параллельных сил. 
3. Назовите простейшие методы определения  положения центра тяжести 
однородных тел. 
4. Центры тяжести трех однородных дисков одинакового веса располо-
жены в вершинах A, B, C треугольника. Указать положение центра тя-
жести системы. 
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Введение 
Кинематика – раздел механики, в котором изучаются геометриче-
ские свойства движения тел в пространстве без учета их массы и дейст-
вующих на них сил. 
В кинематике движущиеся объекты рассматриваются как геометри-
ческие точки или тела и именуются соответственно точка и тело. Наряду 
с точкой и телом в кинематике рассматривается движение системы свя-
занных тел (механизмов). Являясь введением в динамику, где движение 
изучается с учетом масс и сил взаимодействия, кинематика имеет и само-
стоятельное значение. Ее методы широко применяются в расчетах меха-
низмов и машин. 
Название кинематика (от греч. 
kinema – движение) дано этому               
разделу механики в 1834 году Ампе-
ром. 
Как указывалось ранее, в теоре-
тической механике изучается меха-
ническое движение – это изменение с 
течением времени положения мате-
риальных тел в пространстве относи-
тельно друг друга, а также изменение 
относительного положения матери-
альных частиц данного тела, т.е. его 
деформация. Всякое движение, в том 
числе и механическое, происходит в 
пространстве и во времени, которые 
являются самыми общими формами 
существования материи. Пространст-
во в механике предполагается трех-
мерным эвклидовым. Его свойства во 
всех точках и направлениях одинако-
Ампер Андре Мари (1755–1836)              
– французский физик, математик и 
химик 
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вы (однородность и изотропность) и не зависят от тел, находящихся в нем. 
Для определения положения движущегося тела (или точки) с тем те-
лом, по отношению к которому изучается движение, жестко связывают 
какую-нибудь систему осей координат. Это тело вместе с осями коорди-
нат называют системой отсчета. Если координаты всех точек тела в этой 
системе остаются все время постоянными, то тело относительно этой сис-
темы находится в покое. Если же координаты изменяются (хотя бы неко-
торые), то тело движется относительно этой системы отсчета. Движение 
точки или тела всегда является относительным движением (относительно 
выбранной системы отсчета). При изучении движения систему отсчета 
обычно связывают с Землей, используя 
декартовы, цилиндрические или сфери-
ческие координаты. 
Время принято считать одинаковым во 
всех системах отсчета, независимо от 
их движения. С математической точки 
зрения время является аргументом, а 
все величины, характеризующие дви-
жение, – функциями.  Отсчет времени 
ведется от некоторого начального мо-
мента, выбираемого в каждой задаче 
особо. Число секунд, прошедших от вы-
бранного начального момента до рас-
сматриваемого, определяет данный мо-
мент времени. Разность между двумя 
моментами определяет промежуток 
времени. 
Для решения задач кинематики необходимо, чтобы изучаемое дви-
жение было как-то задано. Задать движение точки или тела относительно 
какой-либо системы отсчета – значит указать способ или метод, позво-
ляющий найти положение точки или тела в любой момент времени в этой 
системе отсчета. 
Изучение движения любого объекта начинается с установления спо-
собов задания его движения. 
Изучение кинематики начнем с изучения движения простейшего 
объекта – точки, а затем перейдем к изучению движения тела и системы 
тел. 
 
z
x
y
M
0
Система отсчета с использова-
нием декартовых координат 
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Глава 7. Кинематика точки. Способы задания движения 
Движущаяся точка описывает в системе отсчета некоторую линию – 
прямолинейную или криволинейную. Эта линия, представляющая собой 
геометрическое место последовательных положений движущейся точки в 
рассматриваемой системе отсчета, называется траекторией точки. Прямо-
линейное движение является частным случаем криволинейного. Поэтому 
все формулы в дальнейшем будут устанавливаться для криволинейного 
движения, а для прямолинейного получаться как частный случай. 
В кинематике применяют три способа задания движения точки: век-
торный, координатный, естественный. 
7.1. Векторный способ 
При векторном способе задаются 
(рис. 7.1): а) система отсчета; б) радиус-
вектор, проведенный из некоторой не-
подвижной точки, например начала ко-
ординат, и определяющий положение 
движущейся точки. 
При движении точки радиус-вектор 
меняется с течением времени по модулю 
и направлению и является векторной 
функцией скалярного аргумента t – вре-
мени. 
Зависимость радиуса-вектора от 
времени 
 )(trr

  (7.1) 
представляет собой закон или уравнение движения точки. 
Как известно из математики, геометрическое место концов перемен-
ного вектора при зафиксированном начале называют годографом              
вектора. Поэтому траектория точки является годографом ).(tr

 
Векторный способ задания движения используется обычно в теории 
при выводе формул. 
7.2. Координатный способ 
При координатном способе задаются (рис. 7.2): а) система отсчета; 
б) координаты точки, определяющие ее положение. 
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При движении точки ее координаты 
меняются с течением времени и зависимо-
сти 
x = f1(t),    y = f2(t),    z = f3(t)    (7.2) 
представляют собой уравнения движения 
точки в декартовых координатах. 
Положение точки может задаваться и 
другими координатами – цилиндрически-
ми, сферическими и т.д. 
Если точка движется по плоской тра-
ектории, то уравнения движения ее зада-
ются двумя функциями времени 
 x = f1(t),    y = f2(t). (7.3) 
В случае прямолинейного движения уравнение представляет одну 
функцию времени 
 x = f1(t). (7.4) 
Уравнения движения точки представляют собой уравнение траекто-
рии в параметрической форме. Для получения уравнения траектории в ко-
ординатной форме из уравнений (7.2) следует исключить параметр t. На-
пример, решая первое уравнение относительно t, получим t = φ(x). Под-
ставив полученное для t выражение в два других уравнения, найдем урав-
нение траектории в координатной форме: 
 y = f2[φ(x)],    z = f3[φ(x)]. (7.5) 
Известно, что уравнениям (7.5) соответствует пространственная кри-
вая, являющаяся пересечением двух поверхностей. 
При движении точки в плоскости xOy, исключая из уравнений (7.3) 
параметр t, получим уравнение траектории в координатной форме 
 y = f [φ(x)]. 
Пример 7.1. Уравнения движения точки в плоскости x0y имеют вид   
x = 2t,   y = t2 см.    Определить уравнение траектории в координатной 
форме. 
Последовательность действий: 
2
x
t  ;   22
4
1
xty   – траекторией 
точки является часть параболы (рис. 7.3).  
0,0,0  yxt . 
x 
Рис. 7.2 
y 
z 
0 
M 
x 
y 
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Пример 7.2. Уравнения движения точки в плоскости x0y:                    
x = 2sin2t [см]; y = 2cos2t [см]. Складывая левые и правые части уравнений, 
получаем уравнение траектории 
x + y = 2. 
Траекторией точки является отрезок прямой 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2 (рис. 7.4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Отметим, что не всегда из уравнений (7.3) удается исключить пара-
метр t. В этом случае уравнение траектории рассматривают только в па-
раметрической форме. Для построения траектории задают числовые зна-
чения аргумента t (с шагом Δt) и вычисляют соответствующие числовые 
значения координат в эти моменты времени. 
Пример 7.3. Даны уравнения движения точки: 
x = 2sin3πt – 3sin2πt, 
y = 2cos3πt + 3cos2πt,     
где координаты x, y – в сантиметрах, время t – в cекундах. 
Найти траекторию точки. 
Из приведенных уравнений нельзя исключить параметр t. Уравнение 
траектории существует только в параметрической форме. Траектория точ-
ки, построенная с использованием пакета Mathematica 6 (процедура Para-
metric Plot), показана на рис. 7.5. Здесь координаты точки вычислялись 
для значений t с шагом Δt = 0,05 с. 
Пример 7.4. Уравнения движения точки М, лежащей на ободе коле-
са R = 1 м, катящегося без скольжения по горизонтальной плоскости, при-
чем скорость центра колеса  
с
м
20v0  , имеют вид 
 x =20t – sin20t м, 
 y = 1 – cos20t м. 
1 
2 
1 2 
y, см 
x, см 
М 
Рис. 7.4 
0 
1 
2 
1 2 
y, см 
x, см 
М 
Рис. 7.3 
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Рис. 7.5 
Уравнению траектории в параметрической форме соответствует 
циклоида (рис. 7.6), построенная аналогично примеру 7.3, причем шаг по 
времени имеет значение t = 0,01 с. 
 
 
 
Рис. 7.6 
В заключение полезно отметить, что связь векторного и координат-
ного способов устанавливается формулой 
 ktzjtyitxtr

)()()()(  ,  (7.6) 
где x(t),  y(t),  z(t) –  координаты точки;  kji

,,  – орты координатных 
осей. 
0 
2 
y, м 
3.14 6,28
14 
x, м 
4 
2 
0 
-2 
-4 
-2 -4 2 4 x, см 
y, см 
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7.3. Естественный способ. Естественные оси координат 
При естественном способе задаются (рис. 7.7): 
а) траектория точки; 
б) начало отсчета криволи-
нейной координаты s; 
в) положительное направле-
ние отсчета координаты; 
г) зависимость криволинейной 
координаты, определяющей поло-
жение точки, от времени t – s(t). За-
висимость 
 s = s(t)  (7.7) 
есть уравнение или закон движения 
точки по траектории. Функция s(t) 
является непрерывной, однозначной 
и дифференцируемой. 
Не следует смешивать дуго-
вую координату s с пройденным 
точкой путем. Действительно, рас-
смотрим пример: по данной траек-
тории движется точка по закону s = 2t – t2 [м]. 
Задавая значения моментов времени t, вычислим соответствующие 
им значения координаты s и пройденного пути σ (табл. 7.1). 
Таблица 7.1 
t, c s, м σ, м 
0 0 0 
1 1 1 
2 0 2 
3 -3 5 
 
Через две секунды криволинейная координата s = 0, а пройденный 
точкой путь σ = 2 м. Для совпадения пути и дуговой координаты нужно, 
чтобы движение проходило в одном направлении из начала отсчета. 
При движении точки в плоскости xOy связь естественного и коорди-
натного способов устанавливается формулой 
 dtyxdydxs
t
tOM
 
 0
2222 )()(

, (7.8) 
где символом  над соответствующей функцией обозначена производная 
функции по времени. 
Рис. 7.7 
z 
x 
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Естественные оси координат – касательная, главная нормаль, 
бинормаль.  
Рассмотрим пространственную кривую – линию двоякой кривизны 
(рис. 7.8).  
Проведем через точку М каса-
тельную Mt к траектории и будем 
определять положительное на-
правление этой касательной еди-
ничным вектором 

, направ-
ленным в сторону возрастания 
дуговой координаты s и равным 
по модулю 1. Этот вектор 

 на-
зывается ортом касательной. 
Возьмем на траектории точ-
ку М1, весьма близкую к точке М, 
проведем через точку М прямую 
МВ, параллельную касательной 
М1t1, и построим плоскость, проходящую через две прямые Mt и MB. Бу-
дем теперь точку М1 приближать к точке М так, чтобы в пределе точка М1 
совпала с точкой М. При этом будет изменяться и положение плоскости 
ВMt. Эта плоскость будет, очевидно, вращаться вокруг прямой Mt , при-
ближаясь к предельному положению. Плоскость, представляющая пре-
дельное положение плоскости BMt при  М1  М, называется соприкасаю-
щейся плоскостью кривой в точке М.  
Отметим, что соприкасающаяся плоскость – это плоскость, прохо-
дящая через данную точку и две соседние близлежащие точки. 
В случае плоской кривой соприкасающаяся плоскость совпадает с 
той плоскостью, в которой расположена эта кривая. 
Проведем через точку М плоскость, перпендикулярную касательной 
в этой точке. Эта плоскость называется нормальной плоскостью. Всякая 
прямая, проведенная через точку М в нормальной плоскости, перпендику-
лярна к касательной Mt и является нормалью траектории в точке М. Вве-
дем понятие главной нормали. Нормаль, лежащая в соприкасающейся 
плоскости (т.е. линия пересечения нормальной и соприкасающейся плос-
костей), является главной нормалью данной кривой в точке М                 
(рис 7.9). За положительное направление главной нормали принимается 
направление от точки М в сторону вогнутости траектории. 
Направление главной нормали будем определять единичным векто-
ром n

, направленным по главной нормали в положительную сторону. 
Этот вектор n

 называется ортом главной нормали. Нормаль, перпендику-
M 
M1 
B 
t 
t1 
Рис. 7.8 
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лярная к соприкасающейся плоскости, называется бинормалью; орт би-
нормали будем обозначать через b

. Что касается положительного направ-
ления бинормали, то это направление будем определять так, чтобы три 
вектора bn

и,  были ориентированы по отношению друг к другу так же, 
как орты kji

,,  правой системы координат, т.е. орт b

 связан с n

и со-
отношением nb

 . 
 
Три оси, имеющие начало в точке М и направленные по касательной, 
главной нормали и бинормали траектории в этой точке, называются есте-
ственными осями и являются ребрами так называемого естественного 
триэдра, или естественного трехгранника. При движении точки М по 
траектории начало координат перемещается вместе с движущейся точкой, 
а естественные оси перемещаются, меняя свою ориентировку в простран-
стве. Следовательно, орты bn

,,  будут переменными по направлению 
векторами. Вычислим производную 
ds
d

 (она потребуется далее) при дви-
жении точки по траектории, учитывая, что орт 

будет функцией дуговой 
координаты. 
Докажем, что  
 n
ds
d 

 1
 , (7.9) 
где ρ – радиус кривизны траектории. 
M 
 
 n
 b
Рис. 7.9 
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Рассмотрим два положения 
точки: М и М1, причем 1и 

 – 
орты касательной, s и s1 – дуго-
вые координаты (рис. 7.10). 
Пусть длина дуги ММ1 =                  
= Δs = s1 – s. Вектор 
ds
d

 пред-
ставляет собой предел отношения 
s


, т.е. 
sds
d
s 





0
lim . Пусть δ – 
угол между направлениями каса-
тельных в двух точках, называе-
мый углом смежности. Вычислим 
модуль 
ds
d

, учитывая, что угол δ 
– мал и sinδ ≈ δ. Имеем 
 



 1
lim2
sin2
limlim
000










k
sssds
d
sss

, (7.10) 
где k – кривизна кривой в точке М; 
 ρ – радиус кривизны в точке М. 
Вектор 
s
 

 направлен по 

  в сторону вогнутости (независимо от 
направления движения). 
Обозначим через  угол между векторами 

и  (β = ( 



, )), ко-
торый равен 90˚–
2

. При стремлении точки М1 к М  δ → 0 и угол β = 90˚. 
Поскольку вектор 
ds
d

 расположен в соприкасающейся плоскости и 
перпендикулярен к касательной, то он лежит на главной нормали, т.е. 
n
ds
d 

 1
  (отметим, что получена известная из аналитической геометрии 
формула Френе). 
Установив способы задания движения точки, перейдем теперь к оп-
ределению основных пространственно-временных характеристик движе-
ния точки – скорости и ускорения. 
Рис. 7.10 
М1 
  

 1


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  
 
s
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  
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
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
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7.4. Скорость и ускорение точки 
Зададим движение точки векторным способом: 
 )(trr

 . 
Пусть в момент времени t точка находилась в положении М, в мо-
мент t1 – в М1. Тогда за промежуток t = t1 – t вектор r

изменился на 
rrr

 1  (рис. 7.11). Этот вектор rMM



1  называют вектором переме-
щения точки за промежуток времени t. 
Средней скоростью точки (век-
торной) называют вектор 
t
r




срv . 
Этот вектор направлен по вектору 
перемещения. Модуль и направление 
срv
 , очевидно, зависят от промежутка 
времени t. Чем меньше выбран про-
межуток времени t, тем точнее вели-
чина срv
  будет характеризовать движе-
ние. Переходя к пределу при t0, по-
лучим вектор скорости точки в данный момент t: 
 
t
r
tt 




0
ср
0
limvlimv . (7.11) 
Этот вектор, очевидно, будет направлен по касательной в точке М и 
равен первой производной по времени от вектора r

: 
 

r
dt
rd
v . (7.12) 
Итак, вектор скорости точки в данный момент времени равен пер-
вой производной по времени от ее радиуса-вектора и направлен по каса-
тельной к траектории в сторону движения. 
Размерность скорости 
T
L
v , единица скорости – 1 м/с. 
Ускорение точки – вторая кинематическая мера движения точки, 
характеризующая изменение модуля и направления скорости точки. 
Пусть точка М движется по траектории и в момент t имеет скорость
v

, в момет t1 = t + t она находится в точке М1 и имеет скорость 1v

. За 
время t = t1 – t скорость точки изменилась на vvv 1

  (рис. 7.12). 
M 
M1 
 v
  срv

 r


 1r

 r

Рис. 7.11 
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Для построения v

  из 
точки М проведем вектор, рав-
ный 1v

, и построим параллело-
грамм MABC, при этом сторона 
v



МС . Средним ускорением 
точки за промежуток t назы-
вают вектор ср
v
a
t




(или мож-
но обозначить срw
 ), который 
направлен так же, как и вектор 
v

 . 
Переходя к пределу при 
t0, получим ускорение точки 
в данный момент времени a

: 
 
dt
d
t
a
t
vv
lim
0






. (7.13) 
Поскольку 
dt
rd

v , то получим 
 
2
2v
dt
rd
dt
d
a

  (7.14) 
или 
 
 
ra  v . 
Вектор ускорения точки в данный момент времени равен первой 
производной от вектора скорости или второй производной от радиуса-
вектора точки по времени. 
Размерность ускорения   2 TLa , единица измерения – 1 м/с2. 
Как располагается вектор a

 по отношению к траектории точки? При 
прямолинейном движении вектор a

, очевидно, направлен по той же пря-
мой. Если точка движется по плоской кривой, то вектор a

 лежит в этой же 
плоскости и направлен в сторону ее вогнутости. Если траекторией точки 
является пространственная кривая (кривая двоякой кривизны), то вектор a

 
лежит в соприкасающейся плоскости и направлен в сторону вогнутости 
кривой. 
Замечание. Приведенные формулы для скорости и ускорения точки 
являются формулами определения скорости и ускорения при векторном 
способе задания движения. 
М1 
 v

 1v

 1v

 v


 
t
v

 
dt
d
a
v


М 
О 
– 
+ С 
Рис. 7.12 
A 
B 
 
 
Глава 7. Кинематика точки 
91 
7.5. Определение скорости и ускорения точки                                         
при координатном способе задания движения 
Пусть заданы уравнения движения точки М: 
 x = f1(t),    y = f2(t),    z = f3(t). 
Нужно определить скорость и ускорение точки в данный момент 
времени t. 
Проведя из начала координат радиус-вектор r

 (рис. 7.13), можно за-
писать, что 
 kzjyixr

 . (7.15) 
Как было показано, скорость и ускоре-
ние определяются формулами 
dt
rd

v ,    
2
2
dt
rd
a

 . 
Подставляя в эти формулы r

 и опреде-
ляя производные, получаем 
 kzjyix
 
v , (7.16) 
 kzjyixa
 
 , (7.17) 
так как kji

,,  – векторы, имеющие постоянный модуль и направление. 
С другой стороны, векторы a

иv  можно разложить на составляющие, па-
раллельные координатным осям: 
 kji zyx

vvvv  , (7.18) 
 kajaiaa zyx

 , (7.19) 
где zyx v,v,v  – проекции скорости; zyx aaa ,,  – проекции ускорения на 
оси координат. 
Сравнивая формулы, получаем выражение для проекций скорости и 
ускорения на оси координат: 
,v
,v
,v



z
dt
dz
y
dt
dy
x
dt
dx
z
y
x



      (7.20)          
.
,
,
2
2
2
2
2
2



z
dt
zd
a
y
dt
yd
a
x
dt
xd
a
z
y
x



 (7.21) 
z 
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Проекции скорости (ускорения) точки на декартовы оси координат 
равны первым (вторым) производным по времени от соответствующих 
координат точки. 
Модуль и направление векторов a

иv определяются по известным 
формулам векторной алгебры: 
 222 vvvv zyx  ,  (7.22) 
 
v
v
cos x ;    
v
v
cos y ;    
v
v
cos z , (7.23) 
 222 zyx vaaa  , (7.24) 
 
a
ax1cos ;    a
ay1cos ;    
a
az1cos  . (7.25) 
При движении точки по плоской кривой (в плоскости xOy): z = 0, 
0v 

zz , 0

zaz . 
При прямолинейном движении (по оси Ox): vx = v, ax = a, т.к.              
vy = vz = 0,  ay = az = 0. 
Вычислив скорость и ускорение точки для произвольного момента 
времени, можно сделать вывод о характере движения точки в каждый мо-
мент времени. Движение точки будет ускоренным, если модуль скорости 
возрастает (

v  > 0), замедленным, если убывает (

v  < 0), равномерным при         
v = const (

v  = 0). При 

v  = 0 только в один из моментов времени получаем, 
что скорость в этот момент времени имеет экстремальное значение. 
Пример 7.5. Определить траекторию, скорость и ускорение точки,         
если движение задано уравнениями x = 2cost, y = sint. Координаты заданы 
в метрах,  время t – в секундах. Вычислить и построить векторы для t = 0 и     
t = 0,5 c.  
Для получения траектории исключим t из данных уравнений движе-
ния: 
2
cos
x
t  ,  yt sin ,  1
4
2
2
 y
x
. 
Траекторией точки М является эллипс с полуосями (2, 1)  (рис. 7.14). 
Определим скорость точки: 
txx  sin2v 

; 
tyу  cosv 
 ; 
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1sin3cossin4vvv 22222  tttyx  . 
Определим ускорение точки: 
txax  cos2
2   ; 
tya y  sin
2   ; 
1cos3sincos4 2222222  tttaaa yx  . 
Дальнейшие вычисления сводим в таблицу (табл. 7.2). 
Таблица 7.2 
t, c x, м y, м vx, м/с vy, м/с v, м/с ax, м/с
2 ay, м/с
2 a, м/с2 
0 2 0 0   -22 0 22 
0,5 0 1 -2 0 2 0 -2 2 
 
Траектория, положения точки, скорости и ускорения в моменты вре-
мени t1 = 0 с и t2 = 0,5 c показаны на рис. 7.14. 
 
 
 
7.6. Определение скорости и ускорения точки                                   
при естественном способе задания движения 
Пусть в некоторой системе отсчета задано движение точки М естест-
венным способом, т.е. даны траектория, начало отсчета, положительное 
направление отсчета координаты s и уравнение движения точки по траек-
тории s = f(t)  (рис. 7.15). 
Определение скорости. При движении точки по заданной траекто-
рии радиус-вектор r

 точки можно считать функцией дуговой координаты 
s, которая является функцией времени 
  )(tsrr   . (7.26) 
y, м 
M2 
M1 
x, м 
1 
2 
 1v
 2v

 1a

 2a

Рис. 7.14 
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Тогда скорость точки: 
dt
ds
ds
rd
dt
rd


v . 
Очевидно, что 1lim
0




 s
r
ds
rd
s

 
как предел отношения бесконечно ма-
лой дуги к стягивающей ее  хорде. 
Вектор 
ds
rd

 направлен по каса-
тельной в сторону положительного от-
счета дуговых координат. Следователь-
но, 


ds
rd
 – производная радиуса-
вектора по координате s равна единич-
ному вектору касательной 

. Тогда 
скорость точки может быть представлена в виде 
  
dt
ds
v . (7.27) 
Если обозначить проекцию скорости на касательную через v , то 
получим  
 

vv  , (7.28) 
  sv . (7.29) 
Итак, имеем  
 

sv . (7.30) 
Проекция вектора скорости на касательную равна первой производ-
ной от дуговой координаты по времени. Знак производной s  указывает 
направление движения точки. Если s  < 0, то точка движется в сторону 
убывания дуговой координаты и вектор v

 направлен противоположно          
орту 

 рис. (7.16,а). Если s  > 0, то точка движется в сторону увеличения 
дуговой координаты s и вектор v

 совпадает по направлению с 

 
(рис.7.16,б).  
Модуль скорости s vv . 
Величину v  называют также алгебраическим значением скорости. 
z 
x 
0 
Рис. 7.15 
M 
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Определение ускорения.  
Касательное и нормальное ускорения точки 
При естественном способе задания движения ускорение точки нахо-
дят по его проекциям на естественные оси координат ),,( bn aaaa 

. По-
скольку вектор ускорения лежит в соприкасающейся плоскости, то его 
проекция на бинормаль всегда равна нулю (ab = 0), что будет показано 
ниже при определении ускорения.  
В параграфе 7.4 было получено, что ускорение определяется формулой 
 
dt
d
a
v

 . (7.31) 
Скорость точки 
 sv . Подставив это выражение в формулу (7.31), 
получаем 
  
dt
d
sss
dt
d
dt
d
a


   v . (7.32) 
Орт касательной 

 при движении точки меняется по направлению, 
являясь сложной функцией времени. Производная орта 

 по времени: 
 
ds
d
s
dt
ds
ds
d
dt
d 

 . (7.33) 
Производная 
ds
d

 (см. (7.3)) вычислена ранее: n
ds
d 

 1
 . 
Тогда выражение (7.33) приводится к виду  
 ns
dt
d  

 1
 . (7.34) 
M 
O 
– 
+ 
 v

 

 vv,0  

s
a 
M 
O 
– 
+ 
 v

 

 vv,0  

s
б 
Рис. 7.16 
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Подставляя в формулу (7.32), получим 
 nssa
 


12 . 
Учитывая, что 222 vv  
s , окончательно имеем 
 nsa
 


2v
 . (7.35) 
С другой стороны, разложение ускорения на составляющие по есте-
ственным осям координат можно представить в виде 
 banaaa bn

  . (7.36) 
Сравнивая (7.36) и (7.35), получим проекции ускорения на естест-
венные оси координат: 
– касательную  s
dt
d
a  
v
, 
– главную нормаль  2
2 1v san 
 , (7.37) 
– бинормаль  ab = 0. 
Из выражения (7.35) следует, что вектор ускорения точки равен гео-
метрической сумме двух векторов, один из которых направлен по каса-
тельной к траектории (касательное ускорение), а другой – по главной 
нормали (нормальное ускорение). 
Вектор касательного ускорения точки 
 
 sa  , (7.38) 
вектор нормального ускорения точки 
 nan


2v
 . (7.39) 
С использованием (7.38) и (7.39) ускорение точки можно записать      
в виде 
 naaa

  . (7.40) 
Из формул (7.37) видно, что нормальное ускорение точки всегда по-
ложительно, следовательно, вектор na

 всегда направлен в сторону вогну-
тости траектории, как и орт n

. 
Проекция ускорения на касательную может быть положительной и 
отрицательной. Если  sas   иv имеют одинаковые знаки, произ-
ведение vτaτ > 0, то модуль скорости возрастает и движение точки будет 
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ускоренным (рис. 7.17,а). Если vτ и aτ имеют разные знаки, произведение 
vτaτ < 0, то модуль скорости убывает, движение точки будет замедленным                             
(рис. 7.17,б). 
 
Из рис. 7.17 видно, что при ускоренном движении точки угол между 
векторами a

иv  будет острым, а при замедленном – тупым. 
В случае равномерного движения точки, когда v = const, ускорение      
a = 0 и угол между v

и  a

будет прямым. 
Зная проекции ускорения на касательную и главную нормаль, можно 
найти модуль ускорения и его направление в соприкасающейся плоскости: 
– модуль    22 naaa   ; (7.41) 
– направление    
na
a
tg   , (7.42) 
где  – угол между ускорением и главной нормалью. 
Пример 7.6. Движение точки в плоскости xOy задано уравнениями 
x = 4sint,     y = 3cos2t,    где координаты x, y – в метрах,  время t – в 
cекундах. 
Определить уравнение траектории, скорость и ускорение точки, ка-
сательное и нормальное ускорения и радиус кривизны траектории в мо-
мент времени c
6
1
t . Построить векторы скорости и ускорения для задан-
ного момента  времени. 
Решение. Исключая из уравнений движения параметр t, получим 
уравнение траектории в координатной форме: 
 y = 3cos2t = 3(1 – 2sin2t),      y = 3 –
8
3
x2, 
это уравнение параболы. Траекторией точки является часть параболы при 
значениях координат 4х , 3y . 
М 
n 
τ 
α 
 a

 na

 a
  v

М 
n 
τ 
α 
 a

 na

 a

 v

Рис. 7.17 
а б 
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Скорость точки определяется через проекции на оси координат и для 
произвольного момента времени имеет следующее значение: 
txx  cos4v 
 ; 
tyy  2sin6v 
 ; 
22 vvv yx   = tt  2sin9cos42
22  . 
Ускорение точки также определяется через проекции на оси коорди-
нат и для произвольного момента времени t будет представлено в виде 
txax  sin4
2   ; 
tyay  2cos12
2   ; 
22
yx aaa   = tt  2cos9sin4
222  . 
Касательное ускорение в произвольный момент времени t: 
 
tt
tt
dt
d
a



2sin9cos4
4sin182sin4v
22
2


  . 
Дальнейшие вычисления – определение нормального ускорения и 
радиуса кривизны траектории – удобно выполнить для заданного момента 
времени c
6
1
t  и свести в табл. 7.3. 
Таблица 7.3 
t, c x, м y, м vx, 
м/с 
vy, 
м/с 
v,     
м/с 
ax, 
м/с2 
ay, 
м/с2 
a, 
м/с2 
a, 
м/с2 
an, 
м/с2 
ρ, м 
6
1
 2 1,5 10,9 -16,3 19,6 -19,7 -59,2 62,3 38,3 49,1 7,8 
При вычислении нормального ускорения и радиуса кривизны траек-
тории были использованы следующие формулы: 22 aaan   и 
na
2v
 . 
Используя данные табл. 7.3, на рис. 7.18 можно показать положение 
точки М на траектории в рассматриваемый момент времени, по проекциям 
построить векторы скорости и ускорения, показать касательное и нор-
мальное ускорения точки. 
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7.7. Частные случаи движения точки 
1. Прямолинейное движение 
точки. Поскольку кривизна прямой 
линии равна нулю, а радиус кривиз-
ны траектории ρ равен бесконечно-
сти, то нормальное ускорение an = 0 
и, следовательно, ускорение точки 
равно касательному ускорению                   
(рис. 7.19).  
 
2. Равномерное движение по криволинейной траектории. При 
равномерном движении v = const и касательное ускорение 0
v

dt
d
a  . 
Ускорение точки равно нормальному ускорению (рис. 7.20). 
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Найдем уравнение равномер-
ного движения точки, учитывая, что 
dt
ds
v , откуда ds = vdt. Интегри-
руя для t в пределах от 0 до t, для s 
от s0 до s, получаем уравнение рав-
номерного движения 
                     s = s0 + vt.              (7.43) 
Сопоставляя оба случая, видим, что касательное ускорение возника-
ет, когда изменяется модуль скорости (при неравномерном движении точ-
ки); нормальное ускорение возникает, когда изменяется направление ско-
рости, т.е. при криволинейном движении. Следовательно, касательное ус-
корение точки характеризует изменение модуля скорости, а нормальное 
ускорение – изменение направления вектора скорости. 
3. Равнопеременное движение точки. Равнопеременным называют 
такое движение, при котором касательное ускорение постоянно –                 
a = const. 
Найдем закон изменения скорости, считая, что направление движе-
ния совпадает с направлением отсчета дуговой координаты. 
Касательное ускорение const
v

dt
d
a , откуда dv = adt. Интегрируя 
для t в пределах от 0 до t, для v в пределах от v0 до v, получаем зависи-
мость скорости от времени: 
 v = v0+at. (7.44) 
Для определения закона равнопеременного движения учтем, что 
dt
ds
v  (при сделанном при определении скорости замечании). Разделяя 
переменные и интегрируя, получаем уравнение равнопеременного движе-
ния: 
 s = s0 + v0t + 
2
2ta . (7.45) 
В случае равнопеременного прямолинейного движения a – полное 
ускорение точки, а в случае криволинейного – касательное ускорение. 
4. Гармонические колебания. Рассмотрим прямолинейное движе-
ние точки, заданное уравнением 
  x = asin(kt+),  (7.46) 
где a, k,  – постоянные величины.  
M 
 v

naa

  
Рис. 7.20 
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Это движение называют гармоническим колебанием. 
Наибольшее отклонение точки от начала отсчета (среднего положе-
ния) называют амплитудой колебаний xmax = a (рис. 7.21). Поскольку си-
нус – периодическая функция, то, следовательно, координата х будет пе-
риодической функцией времени, изменяющейся в интервале –a  x  а. 
Периодом колебаний Т назы-
вают промежуток времени между 
двумя последовательными прохож-
дениями точки через одно и то же 
положение, в одном и том же на-
правлении. Расстояние между край-
ними положениями точки (равно от-
резку 2а) называется размахом коле-
бания. 
Аргумент синуса (kt + ) называется фазой колебания,  – начальной 
фазой колебаний. 
Постоянная k называется угловой частотой (ее называют также цик-
лической или круговой частотой). Получим формулу периода колебаний. 
Через период координата точки принимает прежнее значение: 
 x = asin(kt + ) = asin[k(t + T) + ]. 
Это равенство возможно, если аргументы синусов отличаются на 2, 
т.е. kT = 2, откуда 
k
T
2
 . 
Величина, обратная периоду колебаний, представляет число колеба-
ний в единицу времени – частоту колебаний: 
 
2
1
ν
k
T
 , 
откуда k = 2 и угловая частота колебаний k равна числу колебаний за 2 
секунд. 
При гармоническом колебании скорость и ускорение точки также 
изменяются по гармоническому закону. С учетом (7.46) имеем 
 )cos(v  ktakxx
 , vmax = ak; (7.47) 
 )sin(2  ktakxax
 , amax = ak
2. (7.48) 
Следует отметить, что точка может совершать гармонические коле-
бания, двигаясь вдоль кривой. Например, математический маятник совер-
шает гармонические колебания. 
x 
0 
x 
a a 
Рис. 7.21 
M 
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Пример 7.7. При небольших углах отклонения маятника груз дви-
жется по окружности радиуса l по закону s = asinkt (a, k – постоянные) 
(рис. 7.22). Найти скорость, касательное и нормальное ускорение груза и 
положения, в котором эти величины равны нулю. 
Решение. Скорость груза при естествен-
ном способе задания движения 
ktaks cosv   . 
Касательное и нормальное ускорения: 
ktaka sin2 ; 
ktk
l
a
an
22
2
cos . 
В крайних положениях груза М1 и М2, ко-
гда sinkt = 1 и s = a, coskt = 0, v = 0,                    
an = 0,  a = ak
2.  
В среднем положении s = 0, sinkt = 0,           coskt =1, v = ak, a = 0, 
.2
2
k
l
a
an   
На рис. 7.22 показаны скорость и ускорение в крайних и среднем по-
ложениях. 
 
 
 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Какие существуют способы задания движения точки и в чем заключа-
ется каждый из них? 
2. Точка движется по окружности радиуса R равномерно со скоростью v0 
по часовой стрелке. В начальный момент времени она находилась в 
верхней точке вертикального диаметра: а) задать движение точки ко-
ординатным способом, взяв начало координат в центре окружности;                                
б) задать движение естественным способом, взяв начало отсчета дуго-
вой координаты в начальном положении точки. 
3. Точка движется прямолинейно с переменной скоростью. В какие мо-
менты времени ее ускорение может быть равно нулю? 
l 
M2 
M1 
0 + 
- 
 v

 na

 a

 a

Рис. 7.22 
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4. Точка движется прямолинейно и в некоторые моменты времени ее 
скорость обращается в нуль. Будет ли равно нулю ускорение в эти          
моменты? 
5. Каким будет характер движения точки в момент 
4
1
1 t  с и 3
1
2 t с,              
если ее движение проходит по закону s = 4cos2t м? 
6. По какой траектории движется точка, если касательное ускорение все 
время равно нулю, а нормальное ускорение постоянно и не равно              
нулю? 
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Глава 8. Простейшие движения твердого тела 
8.1. Введение в кинематику твердого тела 
Перейдем к изучению движения твердого тела. Если движение тела 
ничем не ограничено, т.е. тело может двигаться произвольным образом в 
пространстве, то это тело называют свободным. Тело будет несвободным, 
если на движение его наложены ограничения. Эти ограничения называют 
связями и осуществляются они с помощью других тел – шарниров, опор-
ных поверхностей, нитей и т.д. Как уже говорилось ранее, начинать изу-
чение движения нужно с установления способа задания движения. Задать 
движение тела – значит задать условия, позволяющие найти положение 
каждой точки тела в любой момент времени. 
Независимые параметры, определяющие положение тела в заданной 
системе отсчета, называют обобщенными координатами, а их число – чис-
лом степеней свободы. Для свободной точки в пространстве число степе-
ней свободы было равным трем, для точки, движущейся в плоскости, – 
двум. 
Положение свободного тела определяется координатами трех его то-
чек, не лежащих на одной прямой. Девять координат этих точек не явля-
ются независимыми, между ними есть три уравнения связи, выражающие 
неизменность расстояний между этими точками. Следовательно, незави-
симых величин будет шесть и степеней свободы у свободного тела будет 
шесть. У несвободного тела число степеней свободы меньше шести. 
 
Классификация движений твердого тела 
Различают пять видов движения твердого тела: 
1) поступательное движение; 
2) вращение вокруг неподвижной оси; 
3) плоскопараллельное или плоское движение; 
4) вращение вокруг неподвижной точки (сферическое движение); 
5) движение свободного  тела, сводимое к винтовому. 
Простейшими являются первые два вида: поступательное движение 
и вращение вокруг неподвижной оси. 
Остальные три вида будут сложными, составленными в каждый мо-
мент времени из простейших. 
Прежде чем переходить к изучению конкретных видов движения те-
ла, рассмотрим теорему, связывающую скорости точек твердого тела и 
справедливую для любых движений его. 
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Теорема о связи скоростей двух любых точек тела: Проекции ско-
ростей двух точек тела на ось, проходящую через эти точки, равны при 
любом движении тела. 
Доказательство. Возьмем две произвольные точки тела, радиусы-
векторы которых )(и)( trtr BA

 (рис. 8.1). Из рисунка видно, что для любого 
момента времени 
 

 ABrr AB

. (8.1) 
Дифференцируя это равенство 
по времени, получим 
  
 ABrr AB , или 
 
 ABAB vv . (8.2) 
Производная по времени 

AB  
как производная от вектора постоян-
ного модуля и переменного по на-
правлению будет перпендикулярна 
вектору 

AB , так как производная на-
правлена по касательной к годографу векторной функции. Годографом 
векторной функции 

AB  будет дуга окружности или линия на сфере ра-
диуса AB. Итак, имеем  
 

AB 

AB . (8.3) 
Проецируя равенство (8.2) на 
ось, проходящую через точки A и B, 
учитывая (8.3), получим (рис.8.2) 
      AABBAB прпр vv

 , или 
         cosvcosv BA    (8.4) 
Равенство (8.4) отражает тот 
факт, что расстояние между точками A 
и B в процессе движения тела не меня-
ется (абсолютно твердое тело). 
 
Переходим теперь к рассмотрению простейших движений тела. 
 
О 
x 
z 
y 
 Ar

Рис. 8.1 
A 
B 
 Br

B α 
β 
v

v

Рис. 8.2 
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8.2. Поступательное движение твердого тела 
Поступательным движением твердого тела называется такое 
движение, при котором любая прямая, взятая в теле, остается во все 
время движения параллельной своему первоначальному положению. 
Если две непараллельные прямые в теле при его движении остаются 
параллельными своим первоначальным направлениям, то и любая прямая 
в теле остается параллельной первоначальному направлению. Таким обра-
зом, критерием для поступательного движения является наличие двух не-
параллельных прямых в теле, которые перемещаются параллельно себе. 
При поступательном движении тела точки его могут двигаться по 
любым траекториям. Примеры поступательных движений тела: движение 
кузова автомобиля на прямолинейном участке пути, педалей велосипеда 
при прямолинейном движении, спарника АВ четырехзвенного механизма, 
кабинок с людьми колеса обозрения в парке культуры и отдыха (рис. 8.3). 
 
Рис. 8.3 
При поступательном движении твердого тела имеет место следую-
щая теорема: При поступательном движении тела все точки его описы-
вают одинаковые, параллельно расположенные траектории и имеют в 
каждый момент времени геометрически равные скорости и ускорения. 
A B 
φ1 φ2 O1 O 
а – кузов автомобиля б – педаль велосипеда 
в – спарник (АВ) четырехзвенного 
механизма, ОА = О1В; φ1 = φ2 
г – кабина колеса обозрения 
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Доказательство. Возьмем две произвольные точки А и В поступа-
тельно движущегося тела (рис. 8.4). Из рисунка видно , что 
                

 ABrr AB

.                     (8.5) 
При этом длина АВ постоянна, так 
как тело абсолютно твердое, а направ-
ление неизменно из-за поступательного 
движения. Следовательно, вектор 

АВ  
при движении постоянен, и поэтому 
траектория точки В получается из траек-
тории точки А параллельным смещени-
ем на вектор 

АВ – первая часть теоремы 
доказана. 
Дифференцируя (8.5) по времени, получим 
 
 
AB rr  ,    AB vv

 ,   т.к.  0


AB .         (8.6) 
При повторном дифференцировании получаем 
 
 
AB rr  ,       AB aa

 . (8.7) 
Равенство скоростей и ускорений точек при поступательном движе-
нии тела показано на рис. 8.5. 
Из теоремы следует, что поступательное 
движение тела вполне определяется движением 
какой-нибудь одной его точки. Поэтому изуче-
ние поступательного движения сводится к ки-
нематике точки, рассмотренной ранее. Отметим 
также, что только при поступательном движе-
нии справедливы термины скорость тела, ус-
корение тела. 
 
 
8.3. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 
Вращением твердого тела вокруг неподвижной оси называется 
движение тела, имеющего две неподвижные точки. Прямая, проходящая 
через эти две точки, называется осью вращения. Заметим, что две непод-
вижные точки, а следовательно, и ось вращения могут быть расположены 
вне тела (в этом случае они принадлежат пространству, жестко связанно-
 Aa

Рис. 8.5 
A 
B 
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
 Av

 Bv

О 
x 
z 
y 
 Ar

A 
B 
 Br

тр. т. В 
тр. т. А 
Рис. 8.4 
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му с телом). При вращении все точки его описывают окружности в плос-
костях, перпендикулярных оси, с центрами на этой оси. 
Уравнение движения. Положение тела в пространстве вполне опре-
деляется двугранным углом φ между двумя полуплоскостями – непод-
вижной По и жестко связанной с телом П (рис. 8.6). На оси вращения ус-
тановим положительное направление и угол будем считать положитель-
ным, когда он отсчитывается против хода часовой стрелки, если смотреть 
с положительного направления оси. Угол φ называется углом поворота те-
ла, и уравнением движения будет зависимость этого угла от времени 
                             φ = φ(t). (8.8) 
Угол обычно измеряется в радиа-
нах, иногда  – в оборотах. Формула пе-
рехода от оборотов к радианам дается 
выражением 
           φ = 2N,                            (8.9) 
где N – угол, выраженный числом обо-
ротов. 
Основными кинематическими ха-
рактеристиками движения тела являются 
угловая скорость и угловое ускорение, к 
определению которых и перейдем. 
Угловая скорость. Пусть в момент 
времени t угол имеет значение φ, при 
t1 = t+t  значение  φ1 = φ + φ. 
Средней угловой скоростью тела 
называют отношение φ к t: 
 ωср = 
t

. 
Эта величина, очевидно, зависит от выбора промежутка времени. 
Угловой скоростью в данный момент времени называют предельное зна-
чение, к которому стремится ωср при t 0: 
 
dt
d
ttt

 



 0
ср
0
limlim . 
Итак,  
dt
d
  , или 

  . (8.10) 
Угловая скорость тела равна первой производной от угла поворота 
тела по времени. 
z 
П 
φ 
Рис. 8.6 
По 
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Вычисленное по этой формуле значение ω может быть положитель-
ным или отрицательным. Положительному значению соответствует вра-
щение против хода часовой стрелки, отрицательному – по ходу часовой 
стрелки. 
Размерность угловой скорости [ω] = 1T . Единицей измерения будет
c
рад
1  (радиан в секунду). 
Очень часто угловая скорость (частота вращения) измеряется числом 
оборотов в минуту и обозначается n	
об
мин
. Зависимость между значением ω 
в [рад/с] и [об/мин] определяется формулой перехода: 
 
60
2 n
  n
n
1,0
30


. 
Угловую скорость можно изобразить вектором, который будет ха-
рактеризовать положение оси вращения, направление вращения и абсо-
лютное значение (модуль) угловой скорости. Назовем вектором угловой 
скорости тела вектор, равный по мо-
дулю ||

  и направленный по оси 
вращения в сторону, откуда враще-
ние тела видно происходящим про-
тив движения часовой стрелки                
(рис. 8.7). 
Вектор 

 является скользя-
щим вектором, его можно прикла-
дывать в любой точке оси вращения. 
Если обозначить орт оси вращения               
через k

, то вектор угловой скорости 
записывается в виде 
k
 
 .             (8.11) 
Угловое ускорение тела. Угловое ускорение характеризует изменение 
угловой скорости и вводится аналогично понятию угловой скорости тела. 
Среднее угловое ускорение за промежуток t 
 
t



 ср . 
Угловое ускорение тела в данный момент времени 
 
dt
d
ttt



 




;limlim
0
ср
0
. 
z z 
ሬ߱⃗  
ሬ݇⃗  ሬ݇⃗  
ሬ߱⃗  
a б 
Рис. 8.7 
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Если учесть, что 

  , получаем 
 

  . (8.12) 
Угловое ускорение тела численно равно первой производной от уг-
ловой скорости или второй производной от угла поворота по времени. 
Размерность углового ускорения 2][ T , единица измерения –                
1 рад/с2 (радиан на секунду в квадрате). 
Вычисленное по формуле 

   значение углового ускорения может 
быть положительным или отрицательным. 
Вращение тела будет ускоренным, если ω и  имеют одинаковые 
знаки, так как в этом случае модуль угловой скорости возрастает. При 
различных знаках вращение тела будет замедленным. Угловое ускорение 
можно изобразить вектором 

                  
(рис. 8.8). Этот вектор, очевидно, бу-
дет направлен также по оси вращения 
и определяется выражением 
 
k
dt
d


  .                (8.13) 
При ускоренном вращении               
(рис. 8.8,а), векторы 

и  направле-
ны в одну сторону, при замедленном              
(рис. 8.8,б) –  в противоположные. 
В заключение полезно отметить, 
что знак угловой скорости ω опреде-
ляет направление вращения, а знак 
углового ускорения  вместе со зна-
ком угловой скорости – характер 
вращения (ускоренное, замедленное). 
Частные случаи вращательного движения тела 
1. Равномерное вращение 
Вращение тела называется равномерным, если угловая скорость тела 
постоянна, т.е. ω = const. 
В этом случае легко получить уравнение вращения: 
 1,, Ctdtddt
d
 

. 
Если при t = 0 угол φ был равен φ0, то φ0 = С1 и φ = φ0 + ωt. 
    
z z 
ሬ߱⃗  
ሬ݇⃗  ሬ݇⃗  
ሬ߱⃗  
a б 
Рис. 8.8 
⃗ 
⃗ 
ω > 0                       ω < 0 
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Угол поворота является линейной функцией времени. Угловое уско-
рение  в этом движении равно нулю ( = 0). 
2. Равнопеременное вращение 
Равнопеременным называется вращение тела, при котором угловое 
ускорение постоянно, т.е.  = const (0). 
Определим угловую скорость тела, считая, что при t = 0   ω = ω0: 
 1,, Ctdtddt
d
 

. 
Подставляя начальные условия, находим ω0 = С1. Тогда  ω = ω0 + t. 
Найдем уравнение вращения: 
 2
2
000 2
,, C
t
tdttdtdt
dt
d




. 
Если при t = 0, φ = φ0, то φ0 = C2 и уравнение движения получает вид 
 
2
2
00
t
t

  . 
При равнопеременном вращении угловая скорость является линейной 
функцией времени, а угол поворота – квадратичной функцией времени. 
Перейдем к определению скоростей и ускорений различных точек тела. 
8.4. Скорости и ускорения точек вращающегося тела                    
(поля скоростей и ускорений) 
Пусть вращение тела задано уравнени-
ем φ = φ(t). Возьмем некоторую произволь-
ную точку тела М. Радиус окружности, кото-
рую она описывает, обозначим R (рис. 8.9). 
Для определения скорости и ускорения 
точки М зададим ее движение естественным 
способом, т.к. траектория точки известна. За 
начало отсчета дуговой координаты s при-
мем точку О1, лежащую в неподвижной по-
луплоскости ПО, положительное направле-
ние отсчета возьмем совпадающим с направ-
лением отсчета угла φ (рис. 8.10). Уравнение 
движения точки М по траектории имеет вид 
          )(1 tRMOs 
 .  (8.14) 
 
 
R O 
M 
z 
Рис. 8.9 
φ 
 
 
Часть 2. Кинематика 
112 
Для проекции скорости точки на касательную (или алгебраического 
значения скорости) получаем 
 
  Rs v  , или  
~v R ,  (8.15) 
где ~  – алгебраическое значение угловой скорости. 
Модуль скорости 
 v = Rω. (8.16) 
Вектор скорости направлен по касательной к траектории-
окружности в сторону вращения и будет перпендикулярен радиусу. 
Из формулы видно, что скорости разных точек тела будут различны, 
они пропорциональны расстояниям этих точек до оси вращения. Поле 
скоростей точек вращающегося тела показано на рис. 8.11. 
 
Ускорение точки М равно сумме касательного и нормального уско-
рений 
 naaa

  , (8.17) 
которые в этом случае также называются вращательным и центростреми-
тельным ускорениями. Касательное ускорение 

 Ra  v , нормальное 
ускорение 2
222v



R
R
R
an  . На рис. 8.12 показаны касательное и 
нормальное ускорения точки М при ускоренном (а) и замедленном (б) 
вращении тела. 
Модуль касательного ускорения точки равен произведению радиуса 
на модуль углового ускорения: 
 |a| = R||. (8.18) 
O  
v

O  
v

O 
ω 
Рис. 8.11 
По O O1 
+ 
– 
O  
v

M 
s 
φ 
Рис. 8.10 
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Модуль нормального ускорения равен произведению радиуса на 
квадрат угловой скорости: 
 an = Rω
2. (8.19) 
Модуль ускорения 
 22 naaa   ,  или  
42   Ra . (8.20) 
Обозначим  – угол, образованный ускорением a

 с радиусом ок-
ружности. Тогда 
 
2
||||
tg


  
na
a
. (8.21) 
Из этой формулы следует, что угол  для 
всех точек тела в рассматриваемый момент 
времени одинаков. Ускорения точек также про-
порциональны радиусам. Поле ускорений пока-
зано на рис. 8.13. 
 
 
 
 
 
 
Векторное выражение скоростей и ускорений точек                            
вращающегося тела 
Пользуясь векторными понятиями угловой скорости и углового ус-
корения тела, можно выразить скорость и ускорение любой точки вра-
щающегося тела в виде векторных произведений. 
M 
O 
 
O 
v

 a

 na

 a

M 
O 
 
O 
v

 a

 na

 a

ω0 ω0 
а б 
Рис. 8.12 
O 
 
a

O 
a

Рис. 8.13 
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Возьмем точку М тела, определим ее положе-
ние радиусом-вектором r

, проведенным из произ-
вольной точки оси вращения (рис. 8.14). Модуль 
скорости определяется формулой 
||sin||||||v rrR

  .          (8.22) 
Векторное произведение r

  есть вектор, 
перпендикулярный к плоскости, где расположены 
векторы r

и . Направлен он в сторону, откуда по-
ворот от 

 к r

 на наименьший угол кажется проис-
ходящим  против часовой стрелки. Это направление 
совпадает с направлением движения точки. 
Итак, скорость точки 
                           r

 v .                                  (8.23) 
 
Вектор скорости точки вращающегося тела равен векторному про-
изведению вектора угловой скорости тела на радиус-вектор точки, про-
веденный из любой точки оси вращения. Эта формула называется век-
торной формулой Эйлера. 
 
Если векторное произведение записать опре-
делителем третьего порядка (см. гл. 12), то можно 
получить проекции вектора скорости vx, vy, vz на 
оси координат. 
Вектор ускорения точки получим дифферен-
цированием вектора скорости по времени                 
(рис. 8.15). Ускорение точки М 
 
rra  v , 
но 

   – угловое ускорение тела; 

rv  – ско-
рость точки М. Следовательно, получаем  
                    v

  ra .                              (8.24) 
Легко проверить, используя правило вектор-
ного произведения, что 
 ar

  – касательное ускорение точки, 
na

v  – нормальное ускорение точки. 
Ускорение точки равно сумме касательного и 
нормального ускорений. 
M 
O 
R 
 


 
Рис. 8.14 
 r

z 
v

 
M 
O 
R 
  v


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Итак, получены векторные выражения скорости, касательного, нор-
мального и полного ускорения точки вращающегося тела. 
Примеры решения задач 
Пример 8.1 
Груз 1 движется вдоль наклонной плоскости по закону x = 2t2 м        
(рис. 8.16), и передает движение с помощью нити шкиву 2, радиусы которо-
го r = 0,2 м, R = 0,6 м. Определить угловую скорость ω и угловое ускорение  
шкива, а также скорость и ускорение точки А в момент времени t1 = 2 с. 
Решение 
Груз 1, который можно считать материальной точкой, движется пря-
молинейно, движение задано координатным способом. Скорость и уско-
рение груза при прямолинейном движении 
 с
м4v tx 

,    
2с
м4

xa . 
Скорости точек, принадлежащих шкиву 2 на расстоянии r = 0,2 м, 
равны скорости груза. Тогда угловая скорость шкива с
рад
20
2,0
4v
t
t
r
 .  
Соответственно угловое ускорение шкива 2с
рад
20

 . 
Скорость и ускорение точки А определяются с помощью формул 
(8.16), (8.18) – (8.20) и показаны на рисунке: 
v = Rω = 0,6 · 20t = 12t с
м
; 
a = R =0,6 · 20 = 12 2с
м ; 
an = Rω
2 = 0,6(20t)2 = 240t2
2с
м ; 
A 
O 
O 
R 
1 
2 
r 
x  
Рис. 8.16 
 
v

 a

 v
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 na
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a = 422 400112 taa n  2с
м . 
Значения величин в момент времени t = 2 с приведены в табл. 8.1. 
Таблица 8.1 
t, c v, с
м
 a, 2с
м  an, 2с
м  a, 
2с
м  
2 24 12 960 960,1 
 
Пример 8.2. Стрелка вольтметра совершает простые гармонические 
колебания по закону t
T


2
sin0  рад, 120

  рад, T = 2 c (рис. 8.17). Оп-
ределить скорость и ускорение точки М при φ = 0 и φ = φmax, если                               
ОМ = R =9 см.  
Решение 
Угловая скорость стрелки 

   = с
рад
cos
12
2
cos
2 2
0 ttTT


  . 
Угловое ускорение стрелки  
2
3
с
рад
sin
12
t

 

.  
Скорость точки М  
tR  cos
4
3
v 2
с
см
. 
 
Касательное ускорение точки tRa  sin4
3 3 2с
см
. 
Нормальное ускорение точки tRan 
242 cos
16
1
 2с
см
. 
Значения величин приведены в табл. 8.2. 
Таблица 8.2 
φ, рад v, с
см
 
2с
см
,a  2c
см
,na  a

,v  
0 2
4
3
  0 4
16
1
  
              M 
v

 
            a

 
12

 0 3
4
3
  0                
 
Рис. 8.17 
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Пример 8.3 
В технике достаточно широкое распространение получили переда-
точные механизмы, предназначенные для передачи вращения от одного 
вала, называемого ведущим, к другому, называемому ведомым. 
Если оси валов параллельны или пересекаются, то вращение можно 
передать с помощью фрикционных или зубчатых передач. Во фрикцион-
ных передачах вращение передается за счет сил сцепления, в зубчатых – 
за счет зацепления зубьев. 
Передачи могут быть с внешним (рис. 8.18,а) или внутренним              
(рис. 8.18,б) зацеплением.  
 
При этом колесо меньшего радиуса (1) называется шестерней, коле-
со большего радиуса (2) – колесом. Передаточным числом называется от-
ношение угловой скорости ведущего колеса (в данном случае – шестерни) 
к угловой скорости ведомого колеса, т.е. 
1
2
2
1
r
r
i 


. 
Для зубчатых колес это отношение можно выразить через число 
зубьев колес: 
1
2
2
1
z
z
i 


. 
Отметим: еcли ведущее колесо вращается равномерно, то ведомое 
колесо тоже будет вращаться равномерно. 
Рядовые соединения могут быть реализованы в виде последователь-
ного ряда: 
а) с паразитными колесами; 
б) с кратным зацеплением. 
 v

ω1 
r1 
r2 
ω2 ω2 
r2 
r1 
1 
1 
2 2 
 v
 б а 
v = r1ω1 = r2ω2 
Рис. 8.18 
ω
1
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Для передачи с паразитными колесами (рис. 8.19), устанавливая 
связь между скоростями 
2
3
3
2
1
2
2
1 ,
r
r
r
r





, получаем передаточное число 
рядового соединения 
1
3
1
3
3
1
z
z
r
r
i 


. 
 
Передаточное число не зависит от радиуса (числа зубьев) колеса 2, 
называемого паразитным. 
Передача с кратным зацеплением может быть реализована в виде 
двухступенчатого редуктора (рис. 8.20), служащего для передачи враще-
ния от двигателя к исполнительному органу – машине. В данном случае 
передаточное число i определяется как отношение угловой скорости ве-
дущего вала I к угловой скорости ведомого вала II – 
II
I


i . 
ω1 
r1 r3 
ω3 
ω2 
r2 
1 
2 3 
Рис. 8.19 
1 Д М 
4 
2 
3 
II 
ω1 
ω2 ω3 
ω4 
I 
Рис. 8.20 
 
 
Глава 8. Простейшие движения твердого  тела 
119 
Полезно установить следующую связь между угловыми скоростями: 
ω1 = ωI – угловая скорость первой шестерни равна угловой скорости 
ведущего вала; 
передаточное число первой ступени  
1
2
1
2
2
1
21 z
z
r
r
i  

; 
угловая скорость шестерни 3 равна угловой скорости колеса 2 –                
ω3 =ω2; 
передаточное число второй ступени 
 
3
4
3
4
4
3
43 z
z
r
r
i  

; 
ωII = ω4 – угловая скорость ведомого вала равна угловой скорости 
четвертого колеса. 
Общее передаточное число 
 
31
42
31
42
4
1
4321 zz
zz
rr
rr
iii   

. 
При значениях z1 = 10; z2 = 60; z3 = 12; z4 = 70 ведомый вал будет 
вращаться медленнее ведущего (понижающий редуктор) в ту же сторону, 
что и ведущий вал. 
Вопросы для самопроверки 
1. Можно ли говорить о поступательном движении точки или о враща-
тельном движении ее? 
2. Все точки тела в некоторый момент времени имеют равные по модулю 
и одинаковые по направлению скорости. Можно ли утверждать, что 
тело движется поступательно? 
3. Тело вращается вокруг неподвижной оси: 
а) где расположены точки, у которых модули скорости равны? 
б) где расположены точки, у которых векторы скорости одинаково на-
правлены? 
4. Каким будет уравнение движения тела, если полные ускорения всех 
точек направлены к оси вращения? 
5. Какой угол образует полное ускорение точки с радиусом окружности, 
если a = 3 м/с
2, аn = 4 м/с
2? Есть ли еще точки тела, имеющие такие же 
ускорения? 
6. Каким будет характер вращательного движения тела в моменты време-
ни  t1 = 1c, t2 = 2 c, t3 = 3 c, t4 = 4 c, t5 = 5 c, t6 = 6 c, если закон движения 
задан t
3
sin

  ? 
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Глава 9. Сложное движение точки 
Во многих задачах механики движение точки или тела является 
сложным, составленным из нескольких одновременно происходящих 
движений. Для изучения таких движений вводят две или более системы 
отсчета; одна из них считается основной, остальные движутся относи-
тельно основной системы. 
Например, движение колеса автомобиля можно рассматривать отно-
сительно земли (основная система отсчета) и относительно кузова (дви-
жущаяся система). Движение человека по движущемуся эскалатору в мет-
ро состоит из движения относительно эскалатора и движения вместе с 
ним. С помощью введения подвижной системы отсчета сложное движение 
удается разложить на простые движения. 
9.1. Основные понятия и определения 
Для изучения сложного движения объекта А (точки или тела) возь-
мем две системы отсчета (рис. 9.1): O1x1y1z1 – основную систему, которую 
будем считать условно неподвижной, 
Oxyz – подвижную, связанную с некото-
рым телом, перемещающимся в основ-
ной системе отсчета.  
Введем определения. 
Абсолютным движением объекта 
(точки или тела) называют движение его 
относительно основной системы. Его 
видит неподвижный наблюдатель 1. 
Относительным движением объ-
екта называют движение его относи-
тельно подвижной системы. Его видит 
наблюдатель 2, находящийся в подвиж-
ной системе. 
Переносным движением называют движение подвижной системы 
отсчета относительно основной. 
Если изучаемым объектом является точка, то траекторию, скорость 
и ускорение ее в абсолютном движении называют соответственно абсо-
лютной траекторией, абсолютной скоростью и абсолютным ускорением. 
Обозначается абсолютная скорость точки – абсv

 или аv

, абсолютное ус-
корение – абсa

 или аa

. 
Траектория, скорость и ускорение точки в относительном движении 
называются относительной траекторией, относительной скоростью и от-
O 
y 
O1 
z 
x 
y1 
z1 
x1 
1 
2 
A 
Рис. 9.1 
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носительным ускорением точки. Обозначают относительную скорость 
точки отнv

 или rv

, относительное ускорение – отнa

 или ra

. 
Несколько сложнее представить элементы переносного движения 
точки, так как переносное движение совершает подвижная система отсче-
та, а различные точки ее имеют в общем случае различные траектории, 
скорости и ускорения. Если мысленно остановить изучаемую точку в ее 
относительном движении и наблюдать из основной системы за движением 
той точки подвижной системы, где находилась изучаемая точка в рас-
сматриваемый момент времени, то скорость и ускорение этой точки и бу-
дут переносной скоростью и ускорением точки. Следовательно, перенос-
ной скоростью и переносным ускорением точки называют скорость и ус-
корение той точки подвижной системы отсчета, с которой в данный 
момент времени совпадает движущаяся (изучаемая) точка. Обозначают               
переносную скорость точки перv

 или ev

, переносное ускорение – перa

           
или  ea

. Понятия переносной траектории точки не существует, но при ре-
шении задач полезно пользоваться траекторией точки подвижной среды, в 
которой находится изучаемая точка. Условно эту траекторию называют 
переносной траекторией точки. Точка, совершая в подвижной системе 
относительное движение, переходит с одной переносной траектории на 
другую. 
Так, например, точка, двигаясь по вращающемуся стержню, все вре-
мя переходит с одной окружности на другую (рис. 9.2). 
Если подвижную систему координат связать со стержнем ОА, то пе-
реносное движение будет вращательным, 
а относительное движение точки (по от-
ношению к стержню) будет прямолиней-
ным. Относительной траекторией точки М 
будет прямая ОА (ось Ох), а переносными 
траекториями  будут окружности (в мо-
мент времени t – окружность радиуса ОМ, 
в момент времени t' – окружность радиуса 
ОМ'). 
При изучении сложного движения 
точки или тела возникают задачи: по заданным кинематическим характе-
ристикам двух движений найти кинематические характеристики третьего 
движения. Если по характеристикам относительного и переносного дви-
жения находят характеристики абсолютного движения, то это задача сло-
жения движений. Если по характеристикам абсолютного и переносного 
(или относительного) движений определяются характеристики относи-
Рис. 9.2 
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тельного (или переносного) движений, то это задача разложения движе-
ния. Эти задачи решаются с помощью теорем о сложении скоростей и ус-
корений. Перейдем к изучению этих теорем. 
9.2. Теоремы о сложении скоростей и ускорений 
А. Теорема о сложении скоростей точки 
Теорема выражает связь между скоростями в относительном, пере-
носном и абсолютном движениях и называется также теоремой паралле-
лограмма скоростей точки. 
Теорема. При сложном движении точки абсолютная скорость рав-
на сумме ее переносной и относительной скоростей. 
 rea vvv

 . 
Б. Теоремы о сложении ускорений 
Теорема о сложении скоростей справедлива для любого переносного 
движения. Сложение ускорений зависит от характера переносного движе-
ния. 
1. Поступательное переносное движение 
Теорема. При поступательном переносном движении абсолютное 
ускорение точки равно сумме ее переносного и относительного ускорений. 
 rea aaa

 . 
2. Непоступательное переносное движение 
Эта теорема впервые доказана французским ученым Г. Кориолисом1 
и часто называется теоремой Кориолиса. 
Теорема. При непоступательном переносном движении абсолют-
ное ускорение точки равно сумме трех ускорений: переносного, относи-
тельного и добавочного, поворотного ускорения. Это добавочное ускоре-
ние и называют ускорением Кориолиса (кориолисовым ускорением). 
 crea aaaa

 . 
Доказательство 
Точка М участвует в сложном движении: она движется относительно 
тела S, которое в свою очередь движется поступательно, или вращается 
(рис. 9.3) вокруг неподвижной оси, или совершает сложное движение, ко-
торое будет изучаться в следующих главах. Введем две системы отсчета: 
основная O1x1y1z1 является условно неподвижной, другая – подвижная 
                                       
1 Гюстав Кориолис (1792–1843) – французский ученый, известный своими трудами по теоре-
тической и прикладной механике. Большую часть своей деятельности – профессор Политех-
нической школы Парижа. 
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система координат Oxyz, связанная с телом S. Движение точки изучается 
двумя наблюдателями: первый наблюдатель связан с основной системой 
отсчета, второй – с подвижной системой отсчета. Положение точки в ос-
новной системе определяется радиусом-вектором r

, в подвижной  системе 
– радиусом-вектором 

, центры О и О1 связаны радиусом-вектором 0r

. 
Связь между векторами 

,, 0rr  имеет вид 
 kzjyixrrr

 00  , (9.1) 
где x, y, z – координаты точки в подвижной системе координат; 
 kji

,,  – орты этой системы. 
При вращательном и сложном движении тела S орты kji

,,  изменя-
ют свое направление в основной системе отсчета. 
Докажем теоремы в общем случае, а также для частных случаев, ко-
гда переносное движение является поступательным или вращательным 
вокруг неподвижной оси. Рассмотрим последовательно относительное, 
переносное и абсолютное движения.  
Относительное движение. Оно изучается наблюдателем 2, для кото-
рого орты kji

,,  – постоянны по модулю и направлению. При изучении 
относительного движения мысленно отвлекаемся от переносного движе-
ния. Определим относительную скорость rv

 и относительное ускорение ra

, 
считая, что относительное движение задано векторным способом: 
 kzjyix

 , (9.2) 
O y 
O1 
z 
x 
y1 
z1 
x1 
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2 
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тогда относительная скорость 
 kzjyix
dt
d
r
  





отн
v

, (9.3) 
соответственно относительное ускорение 
 kzjyix
dt
d
a rr
  





отн
v
. (9.4) 
Переносное движение. При определении переносной скорости и пе-
реносного ускорения мысленно отвлекаемся от относительного движения. 
В этом случае наблюдатель 1 определяет скорость и ускорение той точки 
тела S, с которой в данный момент времени совпадает точка М. 
Учтем, что при изучении переносного движения координаты x, y, z 
постоянны, т.е. x, y, z = const. 
Переносная скорость  
 
 
kzjyix
dt
d
dt
rd
dt
rd
e 














 0
перпер
0
пер
vv

. (9.5) 
Найдем производные от единичных векторов подвижных осей по 
времени. Орт i

 можно рассматривать как радиус-вектор irA

  точки А, 
лежащей на оси Ох на расстоянии единицы длины от начала координат. 
Тогда 
 AAri v
 
  – (9.6) 
линейная скорость точки А. Но при вращательном движении AeA r

v . 
Следовательно, 
 iri eAe

  . (9.7) 
Аналогичные формулы получаем для 
 
kj , . Имеем 
 ii e

  ,    jj e

  ,    kk e

  . (9.8) 
Эти равенства называются формулами Пуассона. 
Окончательное выражение переносной скорости 





 )()()(vv 0
пер
kzjyix
dt
rd
eeee

  


 ee kzjyix 00 v)(v . (9.9) 
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Если переносное движение поступательное, то ωе = 0 и 0e vv

 , если 
же переносное движение вращательное вокруг неподвижной оси, прохо-
дящей через точку О, то  0v0 

и 

 eev , что представляет скорость 
точки вращающегося тела, с которой совпадает в данный момент времени 
точка М.  
Переносное ускорение 












пер
0
пер
vv
dt
d
dt
d
dt
d
dt
d
a e
ee
e






 









 
kzjyixa e0 . (9.10) 
Отметим, что при переносном вращательном движении вокруг оси, 
проходящей через точку О,  
 00 a

 и eeeea v

  , (9.11) 
что представляет ускорение точки вращающегося тела, с которой в дан-
ный момент времени совпадает точка М. 
Абсолютное движение. Рассмотрим теперь сложное движение, ко-
гда одновременно происходят переносное и относительное движения, т.е. 
x, y, z  const, const,, kji

 (изменяются по направлению). 
Абсолютная скорость  
 
 

kzjyixkzjyix
dt
d
dt
rd
a 









 0
абсабс
vv

. (9.12) 
 
Принимая во внимание (9.3) и (9.5), видим, что абсолютная скорость 
точки  
 rea vvv

 . (9.13) 
Теорема о сложении скоростей доказана. 
Абсолютное ускорение 
 
абсабсабс
vvv
















dt
d
dt
d
dt
d
a reaa

. (9.14) 
Найдем каждое слагаемое в отдельности: 
  










абс
0абс0
абс
v
v
dt
d
dt
d
a
dt
d
dt
d
e
e
e
e 



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








 
kzjyixkzjyixa ee 0 = 









 
kzjyixa eree  v0 . 
Учитывая (9.10), получаем для вычисляемой производной 
 ree
e a
dt
d
v
v
абс







  . (9.15) 
Полезно отметить, что в (9.15) переносное ускорение ea

характеризу-
ет изменение переносной скорости только в переносном движении, а вто-
рое слагаемое – изменение переносной скорости ev

 за счет относительно-
го движения. 
Вычислим второе слагаемое в формуле (9.14): 
 
 
kzjyixkzjyixkzjyix
dt
d
dt
d r 











абсабс
v
, (9.16) 
вычислена производная суммы и произведения. 
Принимая во внимание , что первые три слагаемых представляют 
относительное ускорение (9.4) и учитывая формулы Пуассона (9.8), полу-
чаем 





 )()()(
v
абс
kzjyixa
dt
d
eeer
r
 
  
rerer akzjyixa v)(
 
  . (9.17) 
При получении (9.17) учтено выражение относительной скоро-               
сти (9.3). В уравнении (9.17) величина ra

 характеризует изменение отно-
сительной скорости только в относительном движении, а второе слагаемое 
– изменение относительной скорости rv

 за счет переносного вращения. 
Подставляя найденные производные в (9.14), получаем 
 )v(2 rerea aaa

  . (9.18) 
Добавочное ускорение, которое возникло вследствие непоступатель-
ного движения подвижной системы отсчета, называют поворотным или 
кориолисовым ускорением – ca

. 
Итак, 
 )v(2 reca

  . (9.19) 
 rv

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Абсолютное ускорение точки в сложном движении 
 crea aaaa

 , (9.20) 
т.е. теорема доказана. 
Если переносное движение поступательное, то e

 и ca

 равны нулю, 
и теорема о сложении ускорений при поступательном переносном движе-
нии записывается в виде 
 rea aaa

 . (9.21) 
При использовании формул (9.20) и (9.21) следует иметь в виду, что 
переносное и относительное ускорения в общем случае равны суммам ка-
сательного и нормального ускорений: 
 
n
eee aaa

  ; (9.22) 
 
n
rrr aaa

  . (9.23) 
С учетом этого модуль абсолютного ускорения вычисляется коорди-
натным способом через проекции на оси координат (см. примеры). 
Рассмотрим вычисление величины и направления кориолисова уско-
рения и причины его появления при непоступательном переносном дви-
жении. 
9.3. Вычисление ускорения Кориолиса 
Дадим определение: ускорением Кориолиса называется составляю-
щая абсолютного ускорения точки в сложном движении, равная удвоен-
ному векторному произведению переносной угловой и относительной ли-
нейной скоростей: 
 )v(2 reca

  . (9.24) 
Модуль кориолисова ускорения определяется как модуль векторного 
произведения: 
 )v,sin(v2 rereca

 . (9.25) 
Направление кориолисова ускорения можно определять двумя спо-
собами (рис. 9.4): 
а) по правилу векторного произведения (рис. 9.4,а); 
б) по правилу Жуковского1 (рис. 9.4,б). 
                                       
1 Н.Е. Жуковский (1847–1921), великий русский ученый, профессор Московского универси-
тета и Московского высшего технического училища, "отец русской авиации" (основополож-
ник современной аэромеханики). 
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На рис. 9.4 показано тело, вращающееся вокруг оси z, и точка М, пе-
ремещающаяся относительно тела со скоростью rv

. 
Правило векторного произведения: 
1) вектор угловой скорости e

 условно переносим в точку М;  
2) через векторы e

 и rv

проводим плоскость; 
3) вектор ca

 направлен  перпендикулярно плоскости в ту сторону, 
откуда поворот от вектора e

 к вектору rv

 на наименьший угол кажется 
происходящим против хода часовой стрелки. 
Правило Жуковского: 
1) проводим через точку М плоскость П, перпендикулярную оси пе-
реносного вращения (в этой плоскости лежит вектор ca

);  
2) проецируем относительную скорость на эту плоскость;  
3) поворачиваем полученную проекцию rv

 на угол 90º в сторону пе-
реносного вращения – это и будет направление ускорения ca

;  
4) модуль кориолисова ускорения вычисляем по формуле 
 sinv2v2 rereca  . 
Отметим частные случаи, когда кориолисово ускорение равно нулю: 
1) 0v r  – в случае относительного покоя или когда относительная 
скорость в данный момент времени обращается в нуль; 
z 
 e

 e

 rv

 ca

M 
 
z 
 rv

 ca

M 
90º 
 rv

e  A 
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2) 0e  – в случае, когда переносное движение является поступа-
тельным или когда угловая скорость в данный момент времени обращает-
ся в нуль; 
3)  = 0º или  = 180º – когда относительная скорость параллельна 
оси переносного вращения. 
Рассмотрим примеры нахождения ускорения Кориолиса. 
Пример 9.1. Трубка АВ вращается вокруг оси, перпендикулярной к 
плоскости рисунка, с угловой скоростью ω (рис. 9.5). Внутри трубки дви-
жется шарик М с относительной скоростью rv

. 
Ускорение Кориолиса )v(2 reca

  . В данном случае re v

 , 
rreca v290sinv2  
 , направление 
показано на рисунке. 
Пример 9.2. Трубка АВ вращается 
вокруг вертикальной оси, описывая ко-
нус с постоянным углом                          
(рис 9.6). Угловая скорость вращения 
трубки 

. Шарик движется внутри 
трубки с относительной скоростью rv

. 
Модуль кориолисова ускорения 
 sinv2 rca  . Направление (его 
удобно определить по правилу Жуков-
ского) показано на рисунке ( Axac ||

). 
 
 
 
Пример 9.3. Определить ускорение Кориолиса точки, движущейся по 
поверхности Земли с постоянной относительной скоростью rv

 (рис. 9.7). 
Движение Земли вокруг Солнца не учитывается. 
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Случай 1. Точка движется по параллели в направлении вращения 
Земли (рис. 9.7,а).  
В данном случае вектор угловой скорости e

 перпендикулярен от-
носительной скорости rv

. Модуль ускорения Кориолиса 
 rreca v290sinv2  
 , 
направление вектора ca

 (в горизонтальной плоскости) показано на рисун-
ке. 
Случай 2. Точка движется по меридиану с юга на север, широта 
места φ (рис. 9.7,б).  
В этом случае угол между векторами e

 и rv

 равен φ. Модуль уско-
рения Кориолиса 
  sin2sinv2 rrec va  . 
Ускорение Кориолиса направлено перпендикулярно плоскости ме-
ридиана и показано на рисунке. 
 
9.4. Причины появления кориолисова ускорения 
Покажем на примере, почему при непоступательном переносном 
движении появляется добавочное поворотное ускорение. 
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Пусть диск равномерно вращается вокруг горизонтальной оси с уг-
ловой скоростью ω. По радиусу диска от центра к ободу равномерно дви-
жется точка М со скоростью rv

 (рис. 9.8). 
Связав подвижную систему координат с диском, отметим, что отно-
сительное движение будет равномерным, прямолинейным, а переносное – 
равномерным, вращательным. Пусть в момент времени t точка занимает 
положение М и условно переносной траекторией будет окружность                             
радиуса ОМ. За промежуток времени t точка сместится относительно 
диска, заняв положение М1, а диск повернется на некоторый угол φ.          
В момент времени  t1 = t + t условно переносной траекторией будет ок-
ружность радиуса ОМ1. 
Поскольку относительное движение равномерное и прямолинейное, 
то относительное ускорение ar = 0. Однако в основной системе отсчета 
вектор относительной скорости rv

 изменил свое направление за счет пе-
реносного движения. 
Поскольку переносное  вращение равномерное, то угловое ускоре-
ние 0
dt
d e
e

  и переносное касательное ускорение ea

, характеризую-
щее изменение модуля переносной скорости ve, равно нулю. Однако за 
промежуток времени t величина переносной скорости увеличится за счет 
увеличения радиуса, которое происходит вследствие относительного дви-
жения точки.  
M 
O 
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Учитывая сказанное, можно назвать две причины появления ускоре-
ния Кориолиса при непоступательном переносном движении: 
1) вследствие непоступательного переносного движения дополни-
тельно изменяется направление относительной скорости точки по отно-
шению к основной системе отсчета, что не учитывается относительным 
ускорением; 
2) вследствие относительного движения точки по отношению к под-
вижной системе координат дополнительно изменяется величина перенос-
ной скорости, что не учитывается переносным ускорением. 
 
9.5. Решение задач на сложное движение точки 
Можно рекомендовать следующий план решения задач на рассмат-
риваемую тему: 
1) выбрать основную и подвижную системы отсчета и составить 
схему разложения движения, указав характер относительного и перенос-
ного движений; 
2) используя уравнение относительного движения, определить по-
ложение точки относительно подвижной системы отсчета в данный мо-
мент времени. Следует обратить внимание, что зачастую точка будет на-
ходиться не там, где она показана на рисунке. Положение точки на рисун-
ке указывает положительное направление отсчета координаты в относи-
тельном движении; 
3) мысленно отвлекаясь от переносного движения, определить отно-
сительную скорость и относительное ускорение точки; 
4) мысленно отвлекаясь от относительного движения, определить 
переносную скорость и переносное ускорение точки; 
5) определить модуль и направление ускорения Кориолиса; 
6) определить модули абсолютной скорости и ускорения. 
Пример 9.4. Мотор установлен на тележке, движущейся прямоли-
нейно вправо с постоянным ускорением а1 = 20 см/с
2. Ротор мотора враща-
ется против часовой стрелки по закону φ = 2t2 рад. Радиус ротора R = 20 см. 
Определить абсолютные скорость и ускорение точки М обода ротора че-
рез t = 1 c после начала движения тележки, если в этот момент времени 
радиус ОМ образует с горизонталью угол  = 45º (рис 9.9). 
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Решение  
1. Составим схему разложения движения точки М, введя подвижную 
и основную системы. 
Учитывая характер переносного движения, запишем формулы для 
абсолютной скорости и абсолютного ускорения: 
 rea vvv

 ,    rea aaa

 . 
2. В данный момент времени положение точки М в подвижной сис-
теме задано,  = 45º. 
3. Ротор совершает вращательное движение. Характеристики отно-
сительного движения: 
 
22tr  рад;    trr 4

 рад/с;    

rr   =4 рад/с
2. 
В момент времени t = 1 с  ωr = 4 рад/с, r = 4 рад/с
2. 
Относительная скорость vr =Rωr = 20·4 = 80 см/с. 
Относительное ускорение 
n
rrr aaa 

, 
1 
2 
O 
O 
y 
x 
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 ea

 ev

 rv

 

ra
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n
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80420  rr Ra 
  см/с2;    320420 22  r
n
r Ra   см/с
2. 
4. Поскольку переносное движение поступательное, то ае =а1 = 20 см/с
2. 
При постоянном ускорении ve = ae·t =20·1 =20 см/с. 
5. Модуль абсолютной скорости и абсолютного ускорения вычисля-
ем координатным способом (см. рис. 9.9). 
vax = ve - vrcos45º = 20 - 80·0,707 =-36,56 см/с; 
vay = vrcos45º = 80·0,707 = 56,56 см/с; 
    3,6756,5656,36vvv 2222  ayaxa  см/с2. 
Абсолютное ускорение: e
n
rra aaaa

  . 
 45cos45cos nrreax aaaa 
 =20 - 80·0,707 - 320·0,707=-262,8 см/с2; 
 45cos45cos nrray aaa 
 =80·0,707 - 320·0,707 = -169,7 см/с2; 
    3137,1698,262 2222  ayaxa aaa  см/с2. 
Пример 9.5. Диск радиуса R = 30 см вращается вокруг оси, прохо-
дящей через точку О и перпендикулярной плоскости рисунка, по закону 
φ = 2t2 – 2t рад (рис. 9.10,а). По ободу диска движется точка М по закону 
s = 15πt2 см. В момент времени t = 1 с найти модули абсолютной скорости 
и абсолютного ускорения точки. 
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Решение  
1. Составим схему разложения движения точки М, связав основную 
систему отсчета с Землей, подвижную систему – с диском. 
Абсолютная скорость rea vvv

 , абсолютное ускорение при непо-
ступательном переносном движении crea aaaa

 . 
2. Обратим внимание, что точка в данный момент времени будет на-
ходиться не там, где показана на рис. 9.10,а. Траекторией точки в относи-
тельном движении является окружность радиуса R= 30 см, точка О – на-
чало отсчета криволинейной координаты, положение точки М указывает 
положительное направление отсчета. Для данного момента времени t = 1 c  
длина дуги ОМ = 15πt2 =15π·1=15π см. Центральный угол , соответст-
вующий данной дуге, 
230
15 
 

R
OM
рад, и точка находится в поло-
жении, указанном на рис. 3.10,б. 
3. Относительное движение задано естественным способом. Закон 
относительного движения sr = 15πt
2 см. 
Характеристики относительного движения: 
 tsrr 30v 

см/с;    
n
rrr aaa

  ; 
  30v 

rra см/с
2;    
R
a rrnr
22 vv


. 
Для заданного момента времени t = 1 с 
 2,94v r  см/с;    2,94

ra  см/с
2;    296nra см/с
2. 
Векторы относительной скорости, составляющие относительного 
ускорения показаны на рис. 9.10,б.  
4. Условно-переносной траекторией точки М будет окружность ра-
диуса ОМ = 2R =30·1,41=42,4 см. 
Точка М Диск Земля
Абсолютное  
Относительное 
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Характеристики переносного вращательного движения диска: 
 tte 22
2  рад;    24  tee

  рад/с;    4

ee   рад/с
2. 
Для данного момента времени t = 1 с 
 ωe = 2 рад/с;    e = 4 рад/с
2, 
полезно отметить, что диск вращается против часовой стрелки ускоренно. 
Переносная скорость и переносное ускорение для данного момента 
времени: 
ve =OM·ωe = 42,4·2 = 84,8 см/с;     
n
eee aaa

  ; 
ee OMa 
   = 42,4 · 4 = 169,6 см/с2; 
 2e
n
e OMa   42,4 · 4 = 169,6 см/с
2. 
Соответствующие векторы показаны на рис. 3.10,б. 
5. Ускорение Кориолиса reca v2

  . 
Вектор e

 направлен перпендикулярно плоскости чертежа: re v

 . 
Модуль ускорения Кориолиса ac = 2ωevrsin90º = 2·2·94,2=376,8 см/с
2, 
направление показано на рис. 9.10,б. 
6. Модуль абсолютной скорости rea vvv

 . 
9,59707,08,8445cosvv  eax  см/с; 
1,1542,94707,08,84v45cosvv  reay  см/с; 
  1651,1549,59vvv 2222  ayaxa  см/с. 
Модуль абсолютного ускорения c
n
rr
n
eea aaaaaa

  . 
4,9128,3768,295707,06,169707,06,169  см/с2; 
  r
n
eeay aaaa 45cos45cos  
2,942,94707,06,169707,06,169   см/с2; 
  9172,944,912 2222  ayaxa aaa  см/с2. 
Пример 9.6. Диск радиуса R = 30 см вращается вокруг вертикальной 
оси АВ по закону φ = 4t2 – 2t рад (рис. 9.11,а). Одновременно по ободу              
диска в заданном направлении движется точка М по закону                                          
 c
n
r
n
eeax aaaaa 45cos45cos

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sr = 
OM = 10πsin
4

t см. В заданный момент времени c
3
2
t  определить 
модули абсолютной скорости и абсолютного ускорения. 
 
Решение 
1. Схема разложения движения точки М 
Характеристики абсолютного движения: 
 rea vvv

 ;    crea aaaa

 . 
2. Положение точки относительно подвижной системы отсчета в 
данный момент времени и положительное направление отсчета криволи-
нейной координаты показаны на рис. 9.11,б, здесь же показано положи-
тельное направление касательной в этом движении. 
2 
O 
y 
x 
ev

 
rv

 

ra

 
 
n
ra

sr 
M 
M 
K 
r 
n
ea

 
 ca

Рис. 9.11 
а б 
R 
O1 
A 
B 
φ 1  

ea

O1 
z 
M 
 ca

 

ea

ev

n
ea

 
K 
в 
 
O 
 –  + 
Точка М Диск Земля
Абсолютное  
Относительное 
криволинейное 
Переносное 
вращательное 
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tOM
4
sin10

 см,    
3
2
t  с;    

 5
3
2
4
sin10 OM см (> 0). 
Центральный угол 
630
5 
 

R
OM
r  рад. 
Характеристики относительного движения, заданного естественным 
способом: 
tsr 4
sin10

  см; 
tsrr 4
cos
2
5
v 2

  см/с;    nrrr aaa

  ; 
ta rr 4
sin
8
5
v 3

 

см/с2;    
R
a rrnr
22 vv


. 
Для заданного момента времени 
3
2
t  с 
vr = 21,3 см/с (> 0);    7,9ra  см|c
2 (< 0);    1,15nra  см/с
2. 
Относительная скорость, составляющие относительного ускорения 
показаны на рис. 9.11,б. 
3. Характеристики вращательного движения диска: 
уравнение движения tte 24
2  рад; 
угловая скорость 28  te

 рад/с; 
угловое ускорение 8

e  рад/с
2. 
Значение величин в данный момент времени 
3
2
t  с: 
ωe = 3,33 рад/с  (> 0); 
e = 8 рад/с
2  (ω· > 0) 
– диск вращается ускоренно против часовой стрелки, если смотреть с по-
ложительного направления оси. Вектор угловой скорости направлен по 
оси вращения вверх. 
Характеристики переносного движения: 
переносная траектория – окружность радиуса МК (рис. 9.11,б                     
и 9.11,в) 
 МК = Rsinr = 30·sin30º = 15 см; 
переносная скорость и переносное ускорение в данный момент времени: 
 ve = MK·ωe = 15·3,33=50 см/с; 
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n
eee aaa

  ; 120815  ee MKa 
  см/с2; 
 3,16633,315 22  e
n
e MKa   см/с. 
Направление векторов показано на рис. 9.11,б; 9.11,в. 
4. Модуль и направление ускорения Кориолиса reca v2

  . 
Учтем, что угол между e

и rv

 равен 60º. 
 ac = 2ωevrsin60º = 2·3,33·21,3·0,866 = 122,8 см/с
2. 
Направление вектора ca

 показано на рис. 9.11,б,в. 
5. Модуль абсолютной скорости rea vvv

 ,     re vv

 . 
3,543,2150vvv 2222  rea см/с. 
Модуль абсолютного ускорения c
n
rr
n
eea aaaaaa

  . 
8,2428,122120  ceax aaa

 см/с
2; 
2,1825,01,15866,07,93,16660cos30cos  nrr
n
eay aaaa

 см/с
2; 
2,8866,01,155,07,930cos60cos  nrraz aaa
 см/с2; 
3042,83,1828,242 222222  azayaxa aaaa см/с
2. 
Пример 9.7. Механизм строгального станка состоит из двух парал-
лельных валов О и О1, кривошипа ОА и кулисы О1В (рис. 9.12,а). Конец 
кривошипа ОА соединен шарнирно с ползуном, скользящим вдоль проре-
зи в кулисе. Кривошип ОА длины r вращается с постоянной угловой ско-
ростью ω, расстояние между осями валов ОО1 = a. Найти характеристики 
относительного и переносного движений ползуна А. 
2 
y 
x 

ea

 

ra

 
O 
n
ea

 
 ca

O1 
φ A 
B 
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B 
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
 a
 e
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Решение 
Составим схему разложения движения ползуна А, связав подвижную 
систему координат с кулисой О1В. 
Абсолютная скорость и абсолютное ускорение ползуна А: 
 rea vvv

 ,    crea aaaa

 . 
Следует отметить, что точка А принадлежит кривошипу ОА, который 
совершает вращательное движение. Это позволяет определить абсолют-
ную скорость и абсолютное ускорение точки А. Поэтому в данном случае 
имеем задачу разложения движения. 
Абсолютная скорость точки А  rav ; абсолютное ускорение точ-
ки А: naaa aaa 
 ;    ω = const; 0  ;    0aa ;    
22  rOAana  ;    
2raa  . 
Векторы абсолютной скорости и абсолютного ускорения показаны 
на рис. 9.12, б; 9,12,в. 
Определяя положение ползуна А относительно кулисы О1В, полезно 
указать некоторые геометрические соотношения: 
cos2221 ararAO   – с использованием теоремы косинусов; 


 sin
cos2
sin
22 arra
a

  – с использованием теоремы сину-
сов. 
φ = ωt – при равномерном вращении кривошипа. 
Поскольку относительное движение прямолинейное, а переносное – 
вращательное, то относительная скорость направлена вдоль кулисы О1В,           
а переносная ей перпендикулярна (см. рис. 9.12,б). 
Проецируя уравнение rea vvv

  на оси х и у, получаем 
 х) va sin = vr; (9.26) 
 y) va cos = ve. (9.27) 
Точка А Кулиса Земля
Абсолютные 
Относительное 
прямолинейное 
Переносное 
вращательное 
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Зная переносную скорость (9.27), определяем угловую скорость ку-
лисы О1В: 
 
AOAO
ae
e
11
cosvv 
  . (9.28) 
Векторы, определяющие абсолютное ускорение точки, расположены 
в одной плоскости, поэтому выражение crea aaaa

  после проециро-
вания на оси х и у позволяет найти две неизвестные величины. Покажем 
это. Абсолютное ускорение aa

 известно по величине и направлению. Пе-
реносное ускорение neee aaa

  . 
ee AOa 
  1  – неизвестно по модулю, известно по направлению, 
BOae 1
 . 
2
1 e
n
e AOa   – известно по модулю и по направлению (см. рис. 9.12,в). 
Относительное ускорение nrrr aaa

  . 
dt
d
a rr
v
  – неизвестно по модулю и направлено по прямой О1В – из-
вестно по направлению. 
0
v2


rn
ra , т.к. относительное движение прямолинейное. 
Ускорение Кориолиса: 
)v(2 reca

  . Угловая скорость re v

  и модуль кориолисова ус-
корения  
 rereca v290sinv2   , 
где ωe и vr определяются с помощью формул (9.28) и (9.26). 
Направление ускорения Кориолиса показано на рис. 9.12,в. Таким 
образом, вектор ca

известен по модулю и направлению. 
В уравнении 
 cr
n
eea aaaaa

   (9.29) 
две неизвестные величины – модуль переносного касательного и модуль 
относительного касательного ускорений. 
Проецируя (9.29) на оси координат, получаем 
x)  r
n
ea aaa cos ; 
y) cea aaa 
sin . 
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Из полученной системы алгебраических уравнений находим ea  и 

ra . 
Зная переносное касательное ускорение, определяем угловое ускорение 
кулисы 
 
AO
ae
e
1

  . (9.30) 
Изложенная в главе теория сложного движения точки будет исполь-
зована в последующем для рассмотрения сложного движения тела.  
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Дайте определение понятиям переносная скорость и переносное уско-
рение точки. 
2. Может ли модуль абсолютной скорости точки быть меньше, чем моду-
ли относительной и переносной скорости? 
3. Что характеризует относительное ускорение, переносное ускорение и 
кориолисово ускорение? 
4. Шар вращается вокруг одного из своих диаметров. В каких положени-
ях точки на меридиане ее кориолисово ускорение а) равно нулю;          
б) имеет максимальное значение? 
5. Точка равномерно движется по диаметру диска, который равномерно 
вращается вокруг оси, перпендикулярной его плоскости и проходящей 
через центр. Зависит ли величина кориолисова ускорения точки от ее 
положения на диаметре? 
6. Диск радиуса R вращается равномерно с угловой скоростью ω вокруг 
центральной оси, перпендикулярной его плоскости. По ободу диска в 
направлении, противоположном вращению, движется точка с постоян-
ной относительной скоростью vr = Rω. Чему равны абсолютная ско-
рость и абсолютное ускорение точки? Как направлено ускорение Ко-
риолиса? 
 
 
 
 
 
 
 
 143 
Глава 10. Сложное движение тела 
В предыдущей главе было рассмотрено сложное движение точки, 
составленное из двух движений: относительного и переносного. Анало-
гично будет рассматриваться и сложное движение тела. Напомним, что 
относительным  называют движение тела по отношению к подвижной 
системе отсчета, переносным – движение этой подвижной системы отно-
сительно основной, которая условно считается неподвижной. Абсолют-
ным называют результирующее движение тела по отношению к основной 
системе отсчета. Схема разложения движения была записана ранее. На-
помним ее (рис. 10.1). 
При изучении сложного движения тела последовательно рассматри-
ваются случаи, когда оба из складываемых движений являются поступа-
тельными, вращательными, а затем случай, когда одно из движений – по-
ступательное, другое – вращательное. Как и ранее, будем устанавливать 
связь кинематических характеристик складываемых и абсолютного дви-
жений. Ограничимся лишь задачей о связи скоростей (линейных и угло-
вых). 
Случай 1. Складываемые движения – поступательные. 
Имеет место следующая теорема. Если тело находится в двух одно-
временных поступательных движениях – относительном и переносном, 
то абсолютное движение тела также будет поступательным и его ско-
рость будет равна геометрической сумме скоростей относительного и 
переносного движений: 
 rea vvv

 . 
Доказательство. Пусть тело А движется поступательно относитель-
но системы отсчета Oxyz со скоростью rv

, а эта система движется посту-
пательно со скоростью ev

 относительно основной системы O1x1y1z1               
(рис. 10.2). 
Изучаемое 
 тело 
Подвижная сис-
тема отсчета 
Основная (неподви
ная) система отсчета
Абсолютное  
движение 
Относительное 
движение 
Переносное 
движение 
Рис. 10.1 
 
 
Часть 2. Кинематика 
144 
 
Рассмотрим произвольную точку М тела. Поскольку при поступа-
тельном движении все точки тела имеют геометрически равные скорости, 
то относительные скорости всех точек будут одинаковы и равны rv

. Ана-
логично в переносном поступательном движении скорости всех точек, в 
том числе и точки М, будут также одинаковы и равны ev

. На основании 
теоремы о сложении скоростей точки запишем 
 rea vvv

 . (10.1) 
Это равенство можно записать и для всех других точек тела. Следо-
вательно, абсолютные скорости всех точек будут геометрически равными 
и абсолютное движение тела будет также поступательным. 
Примером такого движения является движение тележки А мостового 
крана, перемещающегося вдоль здания цеха (рис. 10.3). 
O y 
O1 
z 
x 
y1 
z1 
x1 
1 
2 
 rv
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
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Случай 2. Складываемые движения вращательные. 
А. Рассмотрим вначале случай, когда оси вращений пересекаются. 
Предположим, что тело, например цилиндр, вращается вокруг оси 
AD по отношению к рамке ABCD, которая вращается вокруг неподвижной 
оси BC (рис. 10.4). 
Обозначим векторы угловых скоростей 
этих движений через er 

и . Требуется вы-
яснить характер абсолютного движения и 
найти его кинематические характеристики. 
Этот вопрос решается следующей теоремой. 
Теорема о сложении угловых скоро-
стей тела. Если тело находится одновре-
менно в двух вращательных движениях во-
круг пересекающихся осей, то абсолютное 
движение будет вращательным вокруг 
мгновенной оси, проходящей через точку 
пересечения осей складываемых движений. 
Абсолютная угловая скорость тела равна 
геометрической сумме угловых скоростей 
этих вращений: 
rea 

 . 
Доказательство  
Пусть тело вращается с угловой ско-
ростью r

 вокруг оси Oz и вместе с этой 
осью вращается вокруг оси Oz1 c угловой 
скоростью e

. Очевидно, что точка О пе-
ресечения осей вращений имеет абсолют-
ную скорость, равную нулю, т.к. 
rea vvv

 . Но у точки О скорости в каж-
дом движении равны нулю. 
Построим параллелограмм ОАВС на 
заданных угловых скоростях и докажем, 
что абсолютная скорость точки С тела так-
же равна нулю. Вычислим модули перенос-
ной и относительной скоростей точки С: 
ve = h1ωe,  vr = h2ωr,           (10.2) 
где h1, h2 – расстояния от точки С до осей z1 
и z соответственно. 
A B 
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 e
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
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
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Как видно из рисунка, каждое из этих произведений равно площади 
параллелограмма ОАВС и, следовательно,  ve = vr по модулю. Направления 
же векторов ve и vr, лежащих на одной прямой, противоположны. Таким 
образом, абсолютная скорость точки С равна нулю, va = 0. Прямая ОΩ, 
проходящая через точки О и С, представляет собой мгновенную ось в аб-
солютном движении. Поэтому абсолютное движение будет вращательным 
вокруг мгновенной оси.  
Для определения абсолютной угловой скорости тела а

 рассмотрим 
произвольную точку М тела. Обозначим rOM



 – радиус-вектор этой 
точки. Для точки, участвующей в сложном движении, абсолютная ско-
рость  
 rea vvv

 . (10.3) 
Поскольку все движения вращательные, то линейные скорости опре-
деляются с помощью кинематических формул Эйлера: 
 raa

v ,    ree

v ,    rrr

v . 
Подставляя эти значения в (10.3), получим 
 rr rea

 )(  . 
Но так как точка М произвольная, то и радиус-вектор r

 – произ-
вольный, следовательно, 
 rea 

 . (10.4) 
Теорема доказана. Сделаем замечания. 
1. Очевидно, что теорему можно обобщить на сложное движение те-
ла, составленное из трех и более мгновенных вращений. В этом случае аб-
солютная угловая скорость  
  sa 

. (10.5) 
2. Эта теорема обосновывает векторную природу угловой скорости 
тела, поскольку для нее доказано правило параллелограмма. 
Пример 10.1. Определить угловую скорость конической шестерни 1, 
катящейся по неподвижной шестерне 2, если задана скорость точки А Аv

 и 
размеры ОА = l , AC = R (рис. 10.6). 
Решение. Абсолютное движение шестерни является результатом 
сложения двух вращений: относительного вокруг оси ОА и переносного – 
вокруг оси ОВ с угловыми скоростями er 

и . По заданной скорости точ-
ки А вычислим переносную угловую скорость: 
 
l
A
e
v
 .  
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Мгновенная ось вращения, а 
следовательно, и вектор a

, на-
правлены по линии ОС, так как 
скорость точки С равна нулю. 
Строя параллелограмм угловых 
скоростей, получаем значение аб-
солютной угловой скорости 



sin
e
a  , 
где  
22
sin
Rl
R

 . 
Заметим, что мгновенная 
ось ОΩ изменяет свое положение 
в пространстве. Геометрическое 
место мгновенных угловых ско-
ростей называют аксоидом. В рассматриваемом примере в основной сис-
теме неподвижным аксоидом будет круговой конус с вертикальной осью; 
в системе, жестко связанной с шестерней, подвижным аксоидом будет 
круговой конус с осью ОА. При движении шестерни 1 подвижный аксоид 
катится без скольжения по неподвижному. 
Б. Рассмотрим случай, когда переносное и относительное движения 
тела являются вращениями вокруг параллельных осей, и покажем, что уг-
ловые скорости складываются по правилу сложения параллельных                 
векторов. 
Допустим, что направления 
складываемых вращений одинаковы 
(рис. 10.7). Построим векторы: e

 – 
угловой скорости вращения цилинд-
ра относительно рамки АBCD и r

 – 
угловой скорости рамки. Покажем, 
что в каждый момент времени в аб-
солютном движении существует 
мгновенная ось вращения. 
Рассмотрим точку Р тела             
(рис. 10.8), которая делит отрезок АВ 
на части, обратно пропорциональные 
величинам угловых скоростей (эта 
точка может оказаться и вне тела, то-
гда точка Р принадлежит простран-
Ω 
A 
B 
O 
C 
a

 
r

 
e

 
 
1 
Av

 
Рис. 10.6 
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
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
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ству, жестко связанному с телом): 
 e
r
AP
BP


 .
 
(10.6) 
Абсолютная скорость точки Р по 
теореме о сложении скоростей равна 
rea vvv

 . Соответственно перенос-
ная и относительная скорости                       
ve = BPωe, vr = APωr. С учетом (10.6) эти 
скорости равны по величине, кроме то-
го, они направлены по одной прямой в 
противоположные стороны. Следова-
тельно, абсолютная скорость точки Р 
равна нулю (va = 0). То же самое вы-
полняется и для любой точки прямой, 
параллельной осям вращений. Поэтому 
РΩ – мгновенная ось вращения в абсо-
лютном движении. 
Найдем а

 – абсолютную угловую скорость тела. Для этого рас-
смотрим точку А, лежащую на оси относительного вращения, и вычислим 
ее абсолютную скорость: rea vvv

 . Переносная скорость ve = АВωe, 
vr = 0, va = APωa. 
Приравнивая модули скоростей, получаем ωаАР = ωеАВ. Учитывая, 
что АВ = ВР + АР, а также (10.6), после несложных преобразований имеем                
ωаАР = ωе(ВР + АР),        ωаАР = ωеВР + ωеАР,        ωаАР = ωrAР + ωеАР            
и окончательно 
 rea   . (10.7) 
Поскольку направления скоростей одинаковы, то, следовательно, 
направление абсолютного вращения будет таким же. Итак, доказано, что   
угловые скорости складываются по правилу сложения параллельных век-
торов. 
Совершенно аналогично складываются угловые скорости, когда на-
правления вращений противоположны и угловые скорости различны. 
На рис. 10.9 показан случай, когда ωr > ωe. В этом случае вновь          
РΩ – мгновенная ось в абсолютном движении и абсолютная угловая ско-
рость ωа  
 era   . (10.8) 
r

А P 
z z1 Ω 
a

e

ev

 
rv

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Действительно, рассмотрим точку Р, которая делит отрезок АВ 
внешним образом на части, обратно пропорциональные угловым скоро-
стям: 
 
BP
AP
r
e 


. 
Скорость этой точки va = vР = ωeBP – ωrAP = 0 и скорость точки А           
va = vA = ωaAP = ωeAB, откуда  ωa = ωr – ωe. 
Представляет интерес случай, когда направления вращений проти-
воположны и величины угловых скоростей одинаковы. 
В. Пара вращений. Дадим определение. Совокупность двух мгно-
венных вращений тела вокруг параллельных осей с равными по величине и 
противоположными по направлению угловыми скоростями называют па-
рой вращений. Угловые скорости e

и r

образуют пару угловых скоро-
стей. 
Для этого случая справедлива теорема. Если тело участвует в паре 
вращений, то абсолютное движение будет мгновенным поступатель-
ным. Скорость поступательного движения равна моменту пары угловых 
скоростей: ),(v
____
rea mom 
  .  
Доказательство. Рассмотрим произвольную точку М тела                     
(рис. 10.10), для которой связь между векторами имеет вид 
 AMBABM  . (10.9) 
Угловые скорости образуют пару угловых скоростей 
 re 

 .  (10.10) 
r

 
B 
P 
z z1 Ω 
a

e

 
rv

 
ev

 
Рис. 10.9 
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
 ; 
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(·)A ve=АВωe; vr=0, va= APωа; 
ωa = ωr – ωe 
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По теореме сложения скоростей для точки М ее абсолютная скорость 
rea vvv

 . 
Используем кинематические форму-
лы Эйлера: 
BMee 

v ,   AMrr 

v . 
Подставляя в выражение абсолют-
ной скорости, учитывая (10.9) и (10.10), 
получаем 
 AMBM rea 

v  
 AMBM ee 

 
  AMBMe  
 reree momBAАВBA 

,  
– момент пары угловых скоростей. 
Поскольку скорость точки М не зависит от ее положения в теле, то 
скорости всех точек в данный момент времени равны между собой, т.е. 
твердое тело находится в мгновенном поступательном движении – теоре-
ма доказана. 
В паре вращений относительно 
рамы участвует, например, педаль вело-
сипеда (рис. 10.11). Действительно, 
кривошип ОО1 вращается относительно 
рамы велосипеда (основной системы 
отсчета) со скоростью ωе, а педаль вра-
щается относительно кривошипа (под-
вижной системы отсчета) с угловой 
скоростью ωr. Угловые скорости равны 
и противоположны по направлению, 
поэтому движение педали относительно 
рамы будет поступательным. 
 
С этих же позиций можно объяс-
нить поступательное (относительно 
Земли) движение кабины 1 колеса обо-
зрения (рис. 10.12). И в этом случае уг-
ловые скорости переносного и относи-
тельного движений равны по величине 
и противоположны по направлению. 
B A 
M 
z 
v

A 
r

A 
Рис. 10.10 
ωr 
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Пример 10.2. В планетарном механизме шестерня 1 неподвижна, а 
кривошип ОАВ вращается с угловой скоростью ω4. Найти абсолютные уг-
ловые скорости шестерен 2 и 3, если r1 = r2 = r3 (рис. 10.13). 
Решение 
Шестерни 2 и 3 совершают сложные движения, участвуя каждая в 
двух вращательных движениях. Составим схемы разложения движения 
(рис. 10.14). 
Обозначим абсолютные угловые скорости их через ω2 и ω3, а относи-
тельные по отношению к кривошипу  – ω2,4 и ω3,4. Для нахождения отно-
сительных угловых скоростей применим метод остановки переносного 
движения (метод Виллиса). Сообщив всей системе угловую скорость ω4, 
направленную в сторону, противоположную вращению кривошипа, полу-
чим, что в относительном движении ω4,4 = 0, ω1,4 = ω2,4 = ω3,4 = ω4 (при 
одинаковых радиусах). 
Абсолютная угловая скорость шестерни 2 с учетом одинакового                         
направления переносного и относительного вращений ω2 = ω4 + ω2,4 = 2ω4. 
Абсолютная угловая скорость шестерни 3 с учетом разного направ-
ления переносного и относительного вращений ω3 = ω4 – ω3,4 = 0, т.е. шес-
терня 3 участвует в паре вращений. Ее движение будет поступательным. 
O 
ω2,4 ω3,4 
ω4 
1 2 3 
A B 
Рис. 10.13 
ω1,4 
4 
2 4 1 
 
3 4 1 
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Случай 3. Переносное движение – поступательное, относительное 
движение – вращательное. 
Рассмотрим сложное движение тела, состоящее из поступательного 
и вращательного движений. Примеры таких сложных движений: движе-
ние винта самолета, движение гайки по неподвижному винту, движение 
колеса автомобиля и т.д. Эти движения отличаются направлениями скоро-
сти v

 переносного движения относительно оси относительного движения. 
А. Винтовое движение )||v( 

 
Рассмотрим, например, движение винта относительно неподвижной 
гайки. Это движение является сложным и состоит из поступательного со 
скоростью v

 и вращательного со скоростью 

. В этом случае векторы v

 и 


 коллинеарны. Когда векторы направлены в одну сторону, винт назы-
вают правым, в противоположные стороны – левым. 
Расстояние, проходимое за время одного оборота любой точки, ле-
жащей на оси винта, называют шагом h винта. Если величины  v и ω по-
стоянны, то шаг также будет постоянным. Обозначив время одного оборо-
та через T, получим vT = h,  ωT = 2π, откуда h = 2π

v
.  Отношение 

v
 = p 
называют параметром винта. Траекторией любой точки М тела, не лежа-
щей на оси, будет винтовая линия. 
Б. Скорость поступательного движения перпендикулярна оси отно-
сительного вращения ( 

v ). 
Рассмотрим, например, движение колеса автомобиля на прямоли-
нейном участке пути (рис. 10.15,а).  
Рис. 10.15 
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Из рисунка видно, что скорость переносного движения – движение 
кузова вместе с осью колеса – будет перпендикулярна оси относительного 
вращения (движение относительно кузова). 
Если условие 

v  выполняется в течение некоторого промежутка 
времени, то траекториями точек тела будут плоские кривые и движение 
тела будет плоскопараллельным. Это движение тела будем подробно рас-
сматривать в следующей главе, ибо плоское движение совершают многие 
детали машин и звенья механизмов. 
Здесь же отметим только, что поле скоростей точек тела в абсолют-
ном движении будет таким же, как и во вращательном движении, т.е. в аб-
солютном движении существует мгновенная ось вращения. Покажем это 
(см. рис. 10.15,б). Пусть колесо совершает указанное сложное движение: 
вращение вокруг оси, проходящей через точу О, и поступательное движе-
ние со скоростью v

. Вектор v

 заменим парой угловых скоростей (  

, ) 
на основании теоремы о паре вращений, выбрав угловые скорости 
  . Расстояние ОР определяется из равенства v = ОР, т.е.             
ОР = v/ω. Векторы  

и  дают при сложении нуль и, следовательно, аб-
солютное движение будет вращательным вокруг мгновенной оси РΩ с уг-
ловой скоростью, равной угловой скорости относительного вращения, т.е. 
ωа = ω. 
В. Скорость поступательного движения образует произвольный угол 
с осью вращения. 
Отметим, что аналогичную ситуацию мы имели в статике, рассмат-
ривая частные случаи приведения системы сил к простейшему виду, когда 
главный вектор R

 образует произвольный угол с главным моментом OM

(приведение к силовому или динамическому винту). Полезно подчерк-
нуть, что сила F

 и угловая скорость 

 – скользящие векторы, а момент 
пары M

 и скорость v

 при поступательном движении – свободные векто-
ры, если изучают абсолютно твердое те-
ло. 
На рис. 10.16 приведен знакомый из 
курса статики частный случай приведения 
системы сил к центру, допускающий уп-
рощение эквивалентной системы сил. 
На рис. 10.17 показано сложение по-
ступательного и вращательного движений 
тела, когда абсолютным движением будет 
мгновенное винтовое движение. Пусть 
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скорость переносного поступательного движения образует произвольный 
угол  с осью вращения (рис. 10.17,а). Разложим вектор скорости v  на со-
ставляющие v

 и v 

, направленные вдоль вектора угловой скорости 

 и 
перпендикулярно ему (рис. 10.17,б). 
 
При этом значения составляющих скоростей: cosvv  , .sinvv   
Заменим вектор v 

 парой угловых скоростей (  

, ), угловые скорости 
 

,,  равны между собой по величине:    (рис. 10.17,в). Два 
вращения с угловыми скоростями  

и (равными по модулю и противо-
положными по направлению) эквивалентны покою. Остаются поступа-
тельное движение со скоростью v

  и вращение с угловой скоростью 

 
вокруг оси С1С, причем вектор v

 как свободный вектор может быть пе-
ренесен в точку С (рис. 10.17,г). Тогда абсолютное движение тела будет 
мгновенным винтовым движением. Расстояние АС (аналогично статике) 
определяется по формуле 
 



sinvv


AC . 
Теория сложного движения тела, рассмотренная в этой главе, ис-
пользована в дальнейшем при изучении плоского движения (гл. 11), сфе-
рического движения и движения свободного твердого тела (гл. 12). 
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Вопросы для самопроверки 
1. Скорость движения крана относительно здания цеха 3 м/с, скорость 
движения тележки относительно крана 4 м/с. Чему равна скорость те-
лежки относительно здания цеха? Ответ поясните. 
2. Что представляет собой абсолютное движение тела, участвующего в не-
скольких вращениях вокруг сходящихся мгновенных осей? 
3. Как определяют угловую скорость твердого тела, вращающегося вокруг 
двух параллельных осей в одну и разные стороны? 
4. Что называют парой вращений? Каким будет движение тела в этом слу-
чае? Чему равна скорость этого движения? 
5. Какие понятия из статики аналогичны угловой скорости вращающегося 
тела и поступательной скорости тела? 
6. Что называют параметром кинематического винта? 
7. При каком взаимном расположении скорости переносного движения и 
оси относительного вращательного движения абсолютное движение 
будет плоскопараллельным, мгновенным винтовым? 
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Глава 11. Плоскопараллельное движение тела 
В этой главе подробно рассматривается один из видов сложного 
движения тела – плоское, или плоскопараллельное движение.  
Плоским движением тела называют такое движение его, при ко-
тором все точки тела движутся в плоскостях, параллельных некоторой 
неподвижной плоскости. Вращение вокруг неподвижной оси является од-
ним из частных случаев такого движения. 
Плоское движение часто встречается в технике. Большинство меха-
низмов имеют звенья, совершающие плоские движения. Такие механизмы 
называют плоскими. Примеры – планетарные редукторы, кривошипно-
ползунные, кулисные и другие механизмы, используемые для преобразо-
вания и передачи движения. 
Пусть тело А совершает 
плоское движение, параллельное 
плоскости П (рис. 11.1). Рассечем 
тело плоскостью П1, параллельной 
плоскости П. В сечении получим 
плоскую фигуру S , которая во 
время движения тела будет оста-
ваться в плоскости П1. При плос-
ком движении все точки тела, рас-
положенные на перпендикуляре к 
сечению S, описывают одинаковые 
траектории и в каждый момент 
времени имеют геометрически 
равные скорости и ускорения, ибо 
эта прямая движется параллельно своему первоначальному положению. 
Аналогично движение остальных точек плоской фигуры определяет дви-
жение перпендикулярных к фигуре прямых. Таким образом, плоское дви-
жение тела вполне определяется 
движением плоской фигуры в своей 
плоскости. 
Поскольку положение пло-
ской фигуры на плоскости вполне 
определяется положением двух ее 
точек или положением отрезка, со-
единяющего эти точки, то движение 
плоской фигуры можно изучать как 
движение прямолинейного отрезка 
в этой плоскости (рис. 11.2). 
Рис. 11.1 
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11.1. Уравнения движения плоской фигуры. Разложение 
плоского движения на простейшие движения 
Начнем изучение движения пло-
ской фигуры с установления способа за-
дания движения. Пусть фигура S  дви-
жется в плоскости xOy , АВ – некоторый 
отрезок, выбранный на этой фигуре    
(рис. 11.3). Очевидно, положение этого 
отрезка можно задать тремя параметра-
ми: xA, yA – координатами одной точки и 
φ – углом, который этот отрезок состав-
ляет с осью Ox.  
При движении эти параметры из-
меняются и уравнения 
xA = xA(t),   yA = yA(t),    φ = φ(t), (11.1) 
определяющие закон происходящего 
движения, называются уравнениями 
плоского движения тела. Здесь xA(t), yA(t), φ(t) – однозначные, непрерыв-
ные и дифференцируемые функции времени. 
Покажем, что плоское движение можно рассматривать как сложное 
движение, составленное из поступательного и вращательного движений. 
Введем подвижную систему Ax1y1, которая движется поступательно вме-
сте с произвольной точкой А тела. Эту точку будем называть полюсом. 
Составим схему разложения движения: 
 
 
Относительное движение фигуры будет вращательным вокруг оси, 
перпендикулярной плоскости фигуры S, проходящей через полюс. Пере-
носное движение – поступательное вместе с полюсом. 
Первые два уравнения из (11.1) определяют поступательное движе-
ние подвижной системы отсчета (движение полюса), а третье уравнение 
дает закон относительного вращательного движения. По первым двум 
Плоская              
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уравнениям можно найти скорость и ускорение полюса, а по третьему – 
угловую скорость и угловое ускорение относительного вращения: 
 




.,
,,v




jyixa
jyix
AAA
AAA  (11.2) 
Нетрудно заметить, что поступательная часть плоского движения за-
висит от выбора полюса, а вращательная часть, т.е. φ, ω и , не зависит от 
этого выбора. 
Действительно, траектории, скорости и ускорения точек плоской фи-
гуры различны, т.к. движение фигуры непоступательное. Проведя через 
разные полюсы отрезки, жестко связанные 
с фигурой и параллельные между собой, 
получим, что все время при движении они, 
оставаясь параллельными между собой, бу-
дут составлять одинаковые углы с осью Ox. 
Плоское движение тела можно соста-
вить и из двух вращательных движений, 
если подвижная система будет вращаться 
вокруг некоторой оси (рис. 11.4), что было 
рассмотрено в гл. 10.  
Перейдем далее к изучению полей 
скоростей и ускорений точек тела, совер-
шающего плоское движение. 
11.2. Скорости точек плоской фигуры 
Теорема. Скорость любой точки плоской фигуры равна геометри-
ческой сумме двух скоростей: скорости полюса и скорости этой точки 
во вращательном движении вокруг полюса. 
Доказательство. Движение плоской фигуры будем рассматривать 
как сложное, составленное из переносного поступательного вместе с по-
люсом и относительного вращательного вокруг этого полюса. Тогда и лю-
бая точка плоской фигуры будет участвовать в этих двух движениях. Аб-
солютная скорость Bv

 произвольной точки В фигуры на основании тео-
ремы о сложении скоростей точки будет определяться как геометрическая 
сумма скоростей складываемых движений: 
 rea vvv

 . 
Но так как переносное движение поступательное, то переносная ско-
рость ev

 любой точки равна скорости полюса Ae vv

 .  
ψ 
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Относительное движение является 
вращательным. Обозначим скорость во 
вращательном движении BAv

, т.е. ско-
рость точки В во вращении вокруг полю-
са А. Тогда BAr vv

 , причем 

 ABBA 

v , vBA = ω·AB и вектор BAv

 
направлен перпендикулярно отрезку AB 
в сторону относительного вращения  
(рис. 11.5). 
Итак, 
BAAB vvv

 .                    (11.3) 
Эта формула дает распределение 
скоростей точек плоской фигуры.  
Следствие. Проекции скоростей 
двух точек плоской фигуры на ось, про-
ходящую через эти точки, равны между 
собой. 
Это свойство скоростей двух точек 
твердого тела было доказано ранее для 
любого движения тела. Для плоского дви-
жения это свойство видно из рис. 11.6: 
                   vAcos = vBcos. (11.4) 
11.3. Мгновенный центр скоростей (МЦС). Использование 
МЦС для определения скоростей точек 
При непоступательном движении плоской фигуры существует 
единственная точка этой фигуры (или плоскости, жестко связанной с 
ней), у которой абсолютная скорость в данный 
момент времени равна нулю. Эту точку назы-
вают мгновенным центром скоростей. 
Пусть точка А плоской фигуры выбрана 
полюсом (рис. 11.7), Av

 – скорость полюса, ω – 
угловая скорость плоской фигуры. Тогда ско-
рость любой точки фигуры будет равна геомет–
рической сумме скорости Av

 и вращательной 
скорости точки вокруг полюса. Проведем из 
точки А перпендикуляр к направлению скоро-
сти Av

. Абсолютная скорость любой точки М этой прямой будет равна    
Av

A 
B 
BAv

Bv

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
Рис. 11.5 
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алгебраической сумме двух скоростей Av

 и MAv

, т.к. эти векторы лежат   
на одной прямой: 
 vM = vA – vMA = vA - ω·AM. 
Совершенно очевидно, что на этой полупрямой только у одной точки 
абсолютная скорость равна нулю. Обозначим эту точку буквой Р. Тогда 
 vPA = vA = ω·AP,   причем   

AAP
v
 . 
У остальных точек плоской фигуры скорости отличны от нуля, т.к. 
на всех остальных прямых, проходящих через точку А, скорость полюса и 
скорость во вращательном движении вокруг полюса не лежат на одной 
прямой. 
Точка Р является мгновенным центром скоростей. 
Будем определять скорости точек пло-
ской фигуры, приняв за полюс точку Р              
(рис. 11.8). Тогда согласно (11.3) 
APPA vvv

 ,  BPPB vvv

 . 
Поскольку 0v P

, следовательно, 
APA vv

 , BPB vv

  и т.д. 
Итак, скорость любой точки фигуры при 
плоском движении определяется как в про-
стом вращательном движении вокруг оси, 
проходящей через МЦС.  Поле скоростей то-
чек плоской фигуры будет таким же, как и при вращении вокруг непод-
вижной оси. Отсюда следует: 
1) vM = ω·MP – модуль скорости любой точки равен произведению 
угловой скорости фигуры на расстояние от рассматриваемой точки до 
мгновенного центра скоростей (МЦС); 
2) скорости точек перпендикулярны расстояниям (отрезкам) до 
МЦС, т.е. MPM v

; 
3) модули скоростей точек пропорциональны расстояниям до МЦС: 
 
BP
AP
B
A 
v
v
. (11.5) 
Рассмотрим различные случаи определения положения МЦС. 
1. Известны скорость точки Av

 и угловая скорость тела ω. Положение 
МЦС определяется, как было показано выше: повернуть вектор Av

 на пря-
мой угол в сторону вращения и отложить отрезок 

AAP
v
  (см. рис. 11.7). 
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2. Известны направления скоростей двух точек фигуры (см. рис. 11.8). 
Для определения положения МЦС нужно провести перпендикуляры к 
скоростям данных точек. Пересечение их и дает точку Р (МЦС). 
3. Если направления скоростей двух точек плоской фигуры парал-
лельны, а перпендикуляры к ним сливаются, то для нахождения МЦС 
нужно знать модули этих скоростей. Тогда, используя свойство (11.5), 
можно построить точку Р, как указано на рис. 11.9. 
4. Если скорости заданных точек параллельны, а перпендикуляры к 
ним также параллельны (не совпадают друг с другом), то в этом случае 
мгновенный центр скоростей находится в 
бесконечности (рис. 11.10). Угловая ско-
рость плоской фигуры в этом случае равна 
нулю, ω = 0, скорости точек равны по моду-
лю, что следует из (11.4): vAcos = vBcos  и  
vA = vB. Следовательно, скорости и всех ос-
тальных точек плоской фигуры будут таки-
ми же: CBA vvv

 … 
Такое состояние плоской фигуры ино-
гда называют мгновенно поступательным. 
При этом ускорения точек и траектории их 
будут различными. 
5. Качение без скольжения по непод-
вижной поверхности, например колесо 
трамвая катится по рельсу без скольжения. 
В этом случае точка контакта плоской фи-
гуры S с неподвижной кривой будет иметь 
скорость, равную нулю, vP = 0, т.е. эта точка 
и будет мгновенным центром скоростей               
(рис. 11.11).  
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Замечание. Слово мгновенный означает, что точка Р является цен-
тром скоростей только для данного момента времени. В следующий мо-
мент уже другая точка фигуры будет иметь скорость, равную нулю. При 
непрерывном движении плоской фигуры МЦС (точка Р) перемещается 
как по плоской фигуре, так и по неподвижной плоскости. Линии, по кото-
рым перемещается МЦС, называются подвижной и неподвижной цен-
троидами, при этом подвижная центроида катится по неподвижной без 
скольжения. Так, например, для катящегося без скольжения колеса трам-
вая неподвижной центроидой будет прямая линия, совпадающая с рель-
сом, а подвижной центроидой – окружность, совпадающая с ободом коле-
са. Рассмотрим далее простые примеры определения скоростей точек и 
угловой скорости при плоском движении тела. 
Пример 11.1 
Стержень движется так, что концы его скользят по двум взаимно 
перпендикулярным прямым. Найти скорость точки В и угловую скорость 
стержня для положения, когда φ = 60º, если известно, что скорость        
точки А     vA = 3 м/с и АВ = l = 2 м (рис. 11.12). 
 
Решение. Способ 1 
Рассмотрим движение стержня как сложное, состоящее из поступа-
тельного движения вместе с полюсом А и вращательного вокруг этого по-
люса (рис. 11.13,а). 
По теореме сложения скоростей для плоского движения (11.3) запи-
шем скорость точки В и построим параллелограмм скоростей                      
(рис. 11.13,а): 
 BAAB vvv

 . 
Проектируя это равенство на ось, проведенную через точки А и В, 
получаем согласно (11.4) равенство проекций скоростей: 
 vBcos(90º - φ) = vAcosφ,   vB = vActgφ. 
A 
B 
S 
O 
φ Bv

 
Рис. 11.12 
A O 
φ 
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
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
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
A 
BAv

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Угловая скорость стержня определится по формуле 
 


sin
vv
lAB
ABA  . 
Способ 2 
Построим мгновенный центр скоростей стержня, проведя перпенди-
куляры к направлениям скоростей точек А и В (рис. 11.13,б).Тогда движе-
ние стержня можно рассматривать как мгновенно вращательное вокруг 
точки Р (МЦС) и vB = ω·BP,   vA = ω·AP, откуда 
 ctg
v
v

AP
BP
A
B   и  


sin
vv
lAP
AA  . 
Подставляя числовые данные, находим 
 vB = vActgφ = 3ctg60º = √3 ≈1,73 м/с       
и  73,13
60sin2
3
sin
 

l
vA
 
рад/с. 
Пример 11.2 
Колесо радиусом R = 0,25 м катится 
без скольжения по прямолинейному рель-
су, скорость центра колеса vC = 10 м/с. 
Найти угловую скорость колеса, скорости 
точек М1 и М2, находящихся на верти-
кальном и горизонтальном диаметрах, а 
также скорость точки М, положение кото-
рой задано углом φ (рис. 11.14). 
Решение 
Качение колеса по неподвижному 
рельсу проходит без скольжения, следова-
тельно, точка Р контакта обода с рельсом 
имеет нулевую скорость и является мгно-
венным центром скоростей. Тогда модули скоростей заданных точек оп-
ределяются формулами 
 vC = ω·CР,   v1 = ω·M1P,  v2 = ω·M2P  и  vM = ω·MP, 
откуда 40
25,0
10v

CP
C
 
рад/с;  v1 = ω·2R = 40·0,5=20 м/с; 
1,14225,0402v2  R  м/с;  vM = ω2Rcosφ = 20cosφ. 
Направления скоростей перпендикулярны отрезкам, соединяющим 
точки с МЦС. 
P 
M 
M1 
M2 C 
1v

 
2v

 
Сv

φ 
Рис. 11.14 
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11.4. Ускорения точек тела при плоском движении 
Ускорения точек плоской фигуры можно найти так же, как и скоро-
сти, рассматривая движение фигуры, составленным из переносного дви-
жения (поступательное вместе с полюсом) и относительного (вращение 
вокруг полюса). 
Теорема. Ускорение любой точки плоской фигуры при плоском дви-
жении равно геометрической сумме ускорения полюса и ускорения точки 
во вращательном движении вокруг полюса. 
Доказательство. Пусть точка А – полюс, Aa

 – ускорение полюса, ω 
и ε – угловые скорость и ускорение фигуры. Точка В – произвольная точка 
фигуры (рис. 11.15,а). Найдем ее ускорение, используя теорему о сложе-
нии ускорений при сложном движении точки: 
 rea aaa

 , 
кориолисово ускорение ca

 равно нулю, т.к. переносное движение поступа-
тельное. Переносное ускорение точки В Ae aa

 , т.к. в поступательном 
движении ускорения всех точек тела одинаковы. Относительное ускорение 
ra

 точки В при вращении вокруг полюса А обозначим BAa

 (рис. 11.15,б).  
Тогда 
 BAAB aaa

 . (11.6) 
B 
A 
а б в 
Рис. 11.15 
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Ускорение BAa

 во вращательном движении вокруг полюса можно 
разложить на два ускорения: центростремительное (нормальное) и враща-
тельное (касательное). Тогда 
 

BA
n
BAAB aaaa

 . (11.7) 
Модули ускорений BABA
n
BA aaa и,

 находим по известным формулам 
для вращательного движения тела: 
 ABanBA
2 ,   ABaBA 

,   42   ABaBA . 
Направления 

BA
n
BA aa

,  для случаев ускоренного и замедленного вра-
щений показаны на рис. 11.15,б и 11.15,в. Ускорение BAa

 составляет с от-
резком АВ угол , который можно определить, вычислив 
 2
||||
tg





n
BA
BA
a
a
. 
Из этой формулы следует, что для всех точек плоской фигуры  этот 
угол одинаков: ускорения в относительном вращательном движении со-
ставляют одинаковые углы с отрезками, соединяющими эти точки с полю-
сом. 
Мгновенный центр ускорений (МЦУ) 
Докажем, что в каждый момент времени у плоской фигуры (или 
плоскости, жестко с ней связанной) имеется единственная точка, уско-
рение которой равно нулю. Эту точку называют мгновенным центром 
ускорений. Обозначим ее буквой Q. 
Пусть заданы ускорение полюса Aa

, угловая скорость ω и угловое 
ускорение  фигуры (рис. 11.16). Проведем полупрямую АС под углом  к 
вектору Aa

  (повернем вектор Aa

  в сторо-
ну вращения, если оно ускоренное, и в про-
тивоположную сторону в противном слу-
чае), причем 
2
||
tg


  . На полученной по-
лупрямой откладываем отрезок  
42  
 A
a
AQ .                   (11.8) 
У полученной таким образом точки Q 
абсолютное ускорение равно нулю: 
A 
C 
Q 
 
 
ω 
Aa

 
Aa

 
QAa

 
Рис. 11.16 
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0
,
42 

AQaaaa
aaa
AQAAQ
QAAQ

.
 
У всех других точек этой полупрямой сумма слагаемых ускорений 
будет отлична от нуля. У всех точек фигуры, не лежащих на прямой АС, 
ускорения не лежат на одной прямой, поэтому их сумма отлична от нуля. 
Если при расчете ускорений точек плоской фигуры за полюс принять 
точку Q (МЦУ), то ускорения будут определяться так же, как в простом 
вращательном движении вокруг оси: 
 AQAQQA aaaa

 ,  т.к. 0Qa

;    BQB aa

  и т.д. 
Модули ускорений точек 
 42   AQaA ,  
42   BQaB , 
 
BQ
AQ
a
a
B
A  , (11.9) 
т.е. ускорения пропорциональны расстояниям до МЦУ. Векторы ускоре-
ний направлены под углом  к соответствующим отрезкам (рис. 11.17). 
Не следует смешивать МЦУ с МЦС: 
для каждого момента времени это различные, 
не совпадающие друг с другом, точки пло-
ской фигуры. Так, например, для диска, ка-
тящегося без скольжения по прямолинейно-
му отрезку с постоянной скоростью (равно-
мерно), МЦУ находится в центре диска, а 
МЦС – в точке касания диска с опорной по-
верхностью. 
Ускорения точек плоской фигуры при 
плоском движении подобно скоростям точек 
можно определять двумя путями: 1) по формуле, выражающей зависи-
мость ускорений двух точек и 2) с помощью МЦУ. Обычно МЦУ, кроме 
некоторых частных случаев, располагается на плоской фигуре так, что 
трудно производить вычисления расстояний от точек до него. Поэтому в 
большинстве практических задач определение ускорений производят по 
теореме о связи ускорений двух точек фигуры (без использования МЦУ). 
 
Основные способы определения угловой скорости и углового                      
ускорения при плоском движении 
Во многих задачах кинематики плоского движения приходится пред-
варительно определять угловую скорость ω и угловое ускорение  плоских 
Рис. 11.17 
A 
Q 
 
ω 
Aa

 
Ba

  B 
 
 
Глава 11. Плоскопараллельное движение тела 
167 
фигур, а затем уже вычислять скорости и ускорения точек. Рассмотрим ос-
новные, наиболее часто встречающиеся способы определения ω и . 
1. Если задан закон вращательного движения плоской фигуры                  
φ = φ(t), то 
 

  ,    

  . 
2. Если известны скорость и ускорение точки А и положение МЦС 
(точки Р), то 
 
AP
Av ,    





APdt
d
dt
d
APdt
d
A
A 1v
v1
 , 
 





APdt
d
AP
a
A
A 1v . (11.10) 
В частном случае, когда АР = const – расстояние до МЦС не меняет-
ся в процессе движения, угловое ускорение определяется по формуле 
  AaAP

1
. (11.11) 
Это выполняется, например, при качении без скольжения дисков по 
неподвижной поверхности (колес, шестерен). 
3. Угловую скорость можно найти по относительной скорости точки 
во вращении вокруг полюса (без МЦС): 
 
AB
BAv , (11.12) 
где А и В – две любые точки плоской фигуры. 
Аналогично можно получить и угловое ускорение : 
 
AB
aBA

  . (11.13) 
Относительное ускорение 

BAa  можно в некоторых случаях получить 
проектированием векторного равенства, связывающего ускорения двух 
точек фигуры. Далее покажем этот прием в примере 11.4. 
Пример 11.3 
Центр колеса, катящегося по прямолинейному рельсу без проскаль-
зывания, имеет в данный момент времени скорость v0 = 1 м/с и ускорение 
a0 = 2 м/с
2. Радиус колеса R = 0,2 м. Определить ускорения точек А и Р 
(рис. 11.18,а). 
 
 
Часть 2. Кинематика 
168 
 
Решение 
Рассмотрим плоское движение колеса. Поскольку качение по непод-
вижной поверхности происходит без скольжения, то точка Р – МЦС. Оп-
ределим вначале ω и  колеса. Угловая скорость колеса ω определяется 
формулой 
 
OP
0v ;    
R
0v ,    5
2,0
1
  рад/с. 
Поскольку расстояние от точки О колеса до точки Р (МЦС) остается 
неизменным (ОР = R) при движении, то 
 





OPdt
d
dt
d 0v ;    
R
a
dt
d
R
00v1  ;    10
2,0
2
  
2с
рад . 
Не следует думать, что если по условию задачи v0 = 1 м/с, то вели-
чина v0 – постоянна. Значение v0 дано в условии для заданного момента 
времени, с течением же времени v0 изменяется, т.к. а0  0; в данном случае 
0
0v a
dt
d
 , т.к. движение точки О – прямолинейное, в общем случае 
0
0v a
dt
d
  равно касательному ускорению полюса. 
Приняв точку О за полюс, найдем ускорения точек А и Р, используя 
формулу (11.7): 
 

AO
n
AOA aaaa

 0 , 
где а0 – задано;  
 52,05
22  AOanAO   м/с
2, 
 22,010  AOaAO 
  м/с2. 
O 
R 
P 
A Oa

Ov

 O Oa

Oa

A 
P 
n
AOa

 
n
POa


POa


AOa

 
Рис. 11.18 
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Изобразим векторы на рисунке 11.18,б и построим в масштабе мно-
гоугольник ускорений. Определим модуль ускорения Aa

 координатным 
способом. 
352  nAOOAx aaa ; 
2 AOAy aa ; 
6,34922  AyAxA aaa м/с
2. 
Аналогично вычисляем Pa

 

PO
n
POOP aaaa

 , 2 OPaPO 
  м/с2, 
52  OPanPO  м/с
2. 
Построив векторы (рис. 11.18,б), видим, что сумма векторов Oa

 и 

POa

 равна нулю и 
n
POP aa

 ; aP = 5 м/с2 и направлено по радиусу ОР к 
центру колеса. Получим, что ускорение точки Р (МЦС) не равно нулю. 
Пример 11.4 
Колесо 1 радиуса 0,5 м катится без скольжения с постоянной скоро-
стью 2 м/с по горизонтальной плоскости. К колесу шарниром в точке А 
прикреплен стержень 2, который скользит по 
этой плоскости. Определить в указанном поло-
жении системы (рис. 11.19) угловую скорость и 
угловое ускорение стержня, скорость и ускоре-
ние точки В.  
Решение. Проведем вначале расчет скоро-
стей. Колесо катится по неподвижной плоскости 
без скольжения, поэтому точка Р1 является его 
мгновенным центром скоростей (рис. 11.20, а).          
Тогда угловая скорость колеса                                 
5,0
2v
1
1  CP
C  = 4  рад/с, причем ω1 = const, т.к. v0 и CP1 = R не зависят от 
времени. Скорость точки А 83,225,04v 11  APA   м/с. 
Стержень движется в вертикальной плоскости и его МЦС – точку         
Р2 – можно построить, проведя перпендикуляры к скоростям точек А и В. 
Тогда BP2 = BP1 = R;    AP2 = 2AP1.  
Угловая скорость стержня 25,0 1
2
11
2
2  


AP
AP
AP
vA рад/с. 
Скорость точки В vB = ω2·BP2=2·0,5=1 м/с в указанном положении 
системы. 
A 
Aa

 
Oa

n
AOa

 

AOa

 
y 
x 
C 
2 
A Сv

Рис. 11.19 
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Найдем далее ускорение точки В и угловое ускорение 2 стержня. 
Ускорение точки А колеса определим по формуле (11.7): 
 

AC
n
ACCA aaaa

 , 
но аС = 0, 01  RaCA 

, т.к. колесо катится равномерно и величины vC и 
ω1 – постоянные по условию задачи. 
Тогда 85,04221  Raa
n
ACA   м/с
2 и направлено к центру колеса 
(рис. 11.20,б). 
Ускорение точки В стержня также по (11.7) 
 

BA
n
BAAB aaaa

 , (11.14) 
где ABanBA 
2
2 ,   55,0)2(
22  RRAB  и 5255,022 nBAa  м/с
2. 
Проектируя уравнение (11.14) на ось Ах, получаем 
 aBcos = aAcos – 
n
BAa , 
где 
AB
AD
cos  из ADB и, следовательно, 52
5
2
8
5
2
Ba , откуда    
aB = 3 м/с
2. 
Проектируя уравнение (11.14) на вертикальную ось By, вычислим BAa : 
  cossin0 BA
n
BA aa  ,    55,052tg  
 n
BABA aa  м/с
2. 
Угловое ускорение 2 стержня найдем по формуле (11.13): 
 2
55,0
5
2  AB
aBA

 рад/с2. 
C A Сv
 A
v

P1 
B 
Bv

P2 
α 
A A
a  
B Ba

 
x 
n
BAa

 

BAa

 
y 
C 
б а 
Рис. 11.20 
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Пример 11.5 
Стержень 1 длины l = 0,2 м вращается равномерно с угловой скоро-
стью ω1 = 4 рад/с и приводит в движение шарнирно соединенный с ним 
стержень 2, который проходит через кулису 3. Определить для заданного 
положения механизма угловую скорость и угловое ускорение стержня 2, а 
также скорость и ускорение точки В, если АС = СВ (рис. 11.21). 
Решение. Проведем вначале рас-
чет скоростей. Скорость точки А вра-
щающегося стержня vА = ω1l = 4·0,2 =           
= 0,8 м/с. Стержень 2 совершает плос-
кое движение, известны направления 
скоростей двух его точек А и С, по ко-
торым строим МЦС (точку Р), показан-
ный на                           рис. 11.22,а. То-
гда 
1
8,0
8,0v
2  AP
A рад/с   
и   8,0v 2  BPB   м/с, 
т.к. АР = АВ = ВР = 0,8 м. Скорость точки С находим по теореме о проек-
циях скоростей двух точек (11.4): 
 vAcos30º = vC,   vC= 0,4√3 ≈0,69 м/с. 
B 
60˚ 
1 
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Расчет ускорений. Ускорение точки А для стержня ОА будет равно 
нормальному ускорению, т.к. вращение равномерное: 
 laa nAA
2
1  4
2·0,2 = 3,2 м/с2. 
Ускорение точки В записываем по формуле (11.7): 
 

BA
n
BAAB aaaa 

, 
где 8,08,01222  ABa
n
BA   м/с
2,  ABaBA 2
  , причем 2 – неизвестная ве-
личина. 
Проектируя на оси Вх и Ву (рис. 11.22,б), получаем 
 
.60cos
,60sin
n
BAABy
BAABx
aaa
aaa



 
 (11.15) 
В двух уравнениях (11.15) имеем три неизвестных: BAByBx aaa и, . 
Для получения дополнительных уравнений рассмотрим точку С 
стержня АВ, совпадающую с осью вращения кулисы 3. Ее ускорение мож-
но записать аналогично ускорению точки В: 
 

CA
n
CAAC aaaa

 , (11.16) 
где 4,04,01222  ACa
n
CA   м/с
2,    ACaCA 2
  . 
Если спроектировать (11.16) на координатные оси, то добавятся еще 
две неизвестные аСх и аСу и уравнений недостаточно для решения. Поэто-
му ускорение точки С определим еще другим способом, используя слож-
ное движение точки. Введем подвижную систему координат, связав ее с 
кулисой. Тогда движение точки С можно сложить из относительного 
вдоль кулисы и переносного вместе с ней. Скорость и ускорение этой точ-
ки определяются теоремами rea vvv

 ,   сrea aaaa

 . 
Переносная скорость и переносное ускорение равны нулю, т.к. точка 
С находится на оси переносного вращения. Тогда raC vvv

 ,   
сrC aaa

 . 
Относительное ускорение ar направлено вдоль стержня, кориолисово 
ускорение определяется по формуле 90sinv2 3 rca   , где ω3 = ω2. На-
правлено ускорение aс по правилу Жуковского перпендикулярно АС              
(см. рис. 11.22,б). Составим векторное уравнение: 
 сrCA
n
CAА aaaaa

  . (11.17) 
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Проектируя (11.17) на оси Вх и Ву, получаем 
 
.60cos
,60sin
r
n
CAA
сCAA
aaa
aaa



 
 (11.18) 
Из первого уравнения (11.18) находится угловое ускорение 2: 
  46,33234,012
2
3
2,3
4,0
1
v260sin
1
22 





 CAaAC
   рад/с2. 
Из второго уравнения определяется относительное ускорение ar: 
 ar = -3,2·0,5 + 0.4 = -1,2 м/с
2. 
Подставив вычисленное значение 2 в (11.15), найдем ускорение            
точки В: 
aBx = –aAsin60º + 2·AB = 08,032
2
3
2,3  , 
8,08,015,02,360cos 222  ABaa ABy  . 
Итак, ускорение точки В аВ = 0,8 м/с
2 и направлено вдоль                 
стержня АВ. 
 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Какими будут переносное и относительное движения в случае плоского 
движения тела? Как можно представить плоское движение, если за по-
люс принять мгновенный центр скоростей? 
2. Какие кинематические характеристики плоского движения зависят от 
выбора полюса, какие – не зависят? 
3. В кривошипно-ползунном механизме (рис. 11.23) кривошип ОА враща-
ется с угловой скоростью ωОА = 10 рад/с. Длины кривошипа ОА и шату-
на АВ соответственно ОА = 0,2 м,  АВ = 1 м. Для положений механизма, 
показанных на рис. 11.23,а,б, определить скорость точки В и угловую 
скорость шатуна АВ. 
4. На рис. 11.23,а скорость точки В равна скорости точки А. Будут ли рав-
ны их ускорения? На рис. 11.23,б скорость точки В равна нулю. Будет 
ли равно нулю ускорение точки В? 
5. Полагая, что кривошип ОА вращается равномерно, определить ускоре-
ние ползуна В для положений механизма, показанных на                               
рис. 11.23,а,  а также положение мгновенного центра ускорений для 
шатуна АВ (рис. 11.23,б). 
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6. Какие существуют способы определения угловой скорости и углового 
ускорения плоской фигуры?  
7. Будет ли равно нулю ускорение мгновенного центра скоростей при 
плоском движении тела? 
8. В примере 11.4 определите положения мгновенных центров ускорений 
для катка и для стержня. 
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Глава 12. Сферическое движение тела. Движение               
свободного тела 
Рассмотрим движение твердого тела, когда одна из точек его непод-
вижна (закреплена). Примеры такого движения: движение волчка, конуса, 
катящегося по боковой поверхности другого конуса (рис. 12.1), и т.д. При 
таком движении все остальные точки тела движутся по сферам, центры 
которых находятся в закрепленной точке тела. Поэтому такое движение 
называют сферическим, или вращением вокруг неподвижной точки. 
 
12.1. Уравнение сферического движения тела. Углы Эйлера 
Для определения положения тела возьмем две системы координат: не-
подвижную Ox1y1z1 и подвижную Oxyz, жестко связанную с телом. Начало 
координат этих систем совместим с неподвижной точкой тела (рис. 12.2). 
Положение тела относительно неподвижной системы полностью оп-
ределяется положением подвижной системы относительно неподвижной. 
Из аналитической геометрии известно, что направляющие косинусы коор-
динатных осей подвижной системы (их девять) связаны шестью соотно-
шениями и независимых из них будет три, следовательно, положение тела 
определяется тремя параметрами. 
Можно провести и другое рассуждение: положение тела можно оп-
ределить двумя точками А и В, не лежащими на одной прямой с непод-
вижной точкой О тела. Их положение определяется шестью декартовыми 
координатами, связанными тремя уравнениями – расстояния между точ-
ками в теле остаются постоянными. Поэтому независимых координат бу-
дет три и тело с закрепленной точкой имеет три степени свободы. Для оп-
Рис. 12.1 
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ределения положения тела чаще всего используют углы Эйлера: ψ, θ, φ, 
(рис. 12.2). 
Отметим линию пересечения плоскостей x1Oy1 и xОy – ее называют 
линией узлов ОК – и введем углы: ψ – угол прецессии, θ – угол нутации, φ 
– угол собственного вращения. Названия углов взяты из астрономии. На-
правления отсчета углов показаны на рисунке. Все девять направляющих 
косинусов подвижных осей с неподвижными выражаются через тригоно-
метрические функции этих углов. 
Когда тело с одной закрепленной точкой движется, углы Эйлера из-
меняются. Уравнениями сферического движения тела будут зависимости 
 ψ = f1(t),    θ = f2(t),    φ = f3(t). (12.1) 
В частном случае, если будет изменяться только один из углов, на-
пример φ = f (t),    ψ = const,    θ = const, то тело будет вращаться вокруг 
неподвижной оси Oz. 
В основе теории сферического движения тела лежат теоремы о его 
перемещении. Согласно одной из них, доказанной Эйлером в 1770 году, 
любое перемещение тела с одной неподвижной точкой можно осущест-
вить посредством трех вращений (поворотов) вокруг осей, проходящих 
через неподвижную точку (например, вокруг Oz1 – на угол ψ, вокруг ли-
нии узлов OK – на угол θ и Oz – на угол φ). Ранее при изучении темы 
сложное движение тела (см. гл. 10) было показано, что при сложении 
вращений вокруг пересекающихся осей абсолютное движение тела будет 
вращательным вокруг мгновенной оси. Угловая скорость абсолютного 
A 
B y 
x 
z 
0 
x1 
z1 
y1 
K 
φ ψ 
θ 
Рис. 12.2 
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движения будет равна геометрической сумме угловых скоростей склады-
ваемых вращений. В случае сферического движения, рассматриваемого 
как совокупность трех вращений вокруг осей Oz1, OK и Oz  (рис 12.3, а, б), 
 321 

 , (12.2) 
где    321 ,, . Следовательно, в каждый момент времени 
существует мгновенная ось вращения, проходящая через неподвижную 
точку О, на которой и будет расположен вектор 

 – вектор мгновенной 
угловой скорости тела (рис. 12.4). 
 
12.2. Угловая скорость при сферическом движении тела 
Итак, в каждый момент времени при сферическом движении тела 
существует мгновенная ось вращения ОР, на которой может быть постро-
ен вектор мгновенной угловой скорости 

. В каждый момент времени 
элементарное перемещение тела с неподвижной точкой можно рассматри-
вать как элементарный поворот вокруг оси ОР. Поскольку в каждый по-
следующий момент времени мгновенная ось 
будет занимать новое положение, то вектор 

 в 
общем случае будет менять свое направление и 
модуль. При движении тела конец вектора 

, 
отложенного от неподвижной точки, будет пе-
ремещаться по линии, называемой годографом 
угловой скорости (рис. 12.5). 
Геометрическое место мгновенных осей в 
пространстве образует коническую поверхность 
с вершиной в неподвижной точке – неподвиж-
Рис. 12.5 
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ный аксоид. Геометрическое место мгновенных осей в пространстве, свя-
занном с телом, образует подвижный аксоид. При сферическом движении 
тела происходит качение одного аксоида по другому. Аналогичная карти-
на была рассмотрена при плоскопараллельном движении тела – качение 
подвижной центроиды по неподвижной. 
Мгновенную угловую скорость 

 можно определить по проекциям 
на координатные оси – подвижные или неподвижные. Спроектировав ра-
венство (12.2) на оси координат подвижной системы Oxyz, получим 
 cossinsincossinsin 21
 x , 
 sincossinsincossin 21
 y , (12.3) 
 coscos13
 z . 
Проектируя аналогично (12.2) на неподвижные оси  координат, по-
лучаем 
 cossinsin1
 x , 
 sinsincos1
 y , (12.4) 
   cos1z . 
Полученные формулы для проекций вектора 

 называют кинемати-
ческими формулами Эйлера. Возводя в квадрат и складывая, получаем 
 21
2
1
2
1
2222
zyxzyx   . 
Подставив вычисленные проекции, находим модуль мгновенной уг-
ловой скорости тела 
  cos2222 
  . (12.5) 
12.3. Угловое ускорение при сферическом движении тела 
Угловое ускорение тела определим как производную по времени от 
вектора угловой скорости 
 
dt
d


 . (12.6) 
Производная по времени от вектора 

 OA

 (см. рис. 12.5) является 
скоростью точки А в ее движении по годографу угловой скорости, т.е. 
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uOA
dt
d
dt
d 








 . Построив в точке О вектор u

 , получим, что уг-
ловое ускорение лежит на прямой OQ , которую назовем осью мгновенно-
го углового ускорения (рис. 12.6). Как видим, векторы 

и  не лежат на 
одной прямой, т.к. изменяется направление угловой скорости при движе-
нии тела. 
Если угол между векторами 

и  не прямой, то можно разложить 
угловое ускорение на два вектора (рис. 12.7): 
 21 

 . (12.7) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Вектор 1

, направленный по вектору 

, характеризует изменение 
численного значения (модуля) угловой скорости и равен производной от 
модуля угловой скорости 
dt
d
 1  по времени. Вектор 2

 является харак-
теристикой изменения направления вектора 

 и направлен перпендику-
лярно мгновенной оси ОР. 
Угловое ускорение можно найти и аналитически, используя форму-
лы (12.4). Проекции вектора 

на неподвижные оси координат определя-
ются как производные по времени от соответствующих проекций угловой 
скорости: 
 

11 xx   ,    

11 yy   ,    

11 zz   . (12.8) 
Модуль углового ускорения 21
2
1
2
1 zyx   . 
Пример 12.1. Диск радиуса R приводится в движение горизонталь-
ным кривошипом ОС длины l, вращающимся вокруг вертикальной оси по 
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закону 
2at  (рис. 12.8). Определить угловую скорость и угловое уско-
рение диска при его движении без скольжения по неподвижной горизон-
тальной плоскости в момент времени t = 1 c. 
Решение. Способ 1 
Движение диска является 
сложным и его можно составить из 
переносного движения – вращения 
вокруг вертикальной оси Oz1 с уг-
ловой скоростью 
 l  и относи-
тельного движения – вращения во-
круг подвижной оси ОС с угловой 
скоростью ω2. Эти оси перпендику-
лярны и пересекаются в неподвиж-
ной точке О. Поскольку диск катит-
ся по неподвижной плоскости без 
проскальзывания, то скорость точ-
ки контакта vp = 0 и, следовательно, 
прямая, проходящая через две неподвижные точки О и Р, будет мгновен-
ной осью сферического движения диска (рис. 12.9). Построим векторы уг-
ловых скоростей переносного и относительного вращений, учитывая на-
правления движений. Тогда угловая скорость диска 
 



sin
1 , 
где at21 
  и 
22
sin
Rl
R
OP
CP

 . 
Следовательно, 
 t
R
Rla 222 
 . 
Определим угловое ускорение диска 

. 
Поскольку угловая скорость 

 изменяет-
ся и по модулю, и по направлению, то со-
гласно (12.7)  21 

 , где 
dt
d
 1  и  ctgcos
2
112  . Эти фор-
мулы получены как скорость конца вектора 

, т.е. точки Е (см. рис. 12.9),                 
в движении по годографу угловой скорости. 
O 
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Подставив данные, получим 
R
Rla 22
1
2
sin






 и 
R
l2
2
  . 
Окончательно 22
2
1   . 
 42222 4
2
tlaRl
R
a
 .  
Способ 2 
Диск вращается вокруг неподвижной точки О (см. рис. 12.8). Опи-
шем его сферическое движение с помощью углов Эйлера. Подвижную 
систему осей Oxyz, связанную жестко с диском, выбираем следующим об-
разом: оси Ox и Oy возьмем в вертикальной плоскости, параллельной дис-
ку и проходящей через точку О, а ось Oz направим вдоль стержня ОС. 
Тогда линия узлов ОК (рис. 12.10) перпендикулярна стержню ОС и 
уравнениями движения будут зависимости 
 
2
2   at ,    
2
const

  ,    2at
R
l
 . 
Последнее уравнение получено из условия равенства нулю скорости точки 
Р, где диск касается неподвижной 
плоскости (
  Rl  ). 
Угловую скорость диска можно 
вычислить по кинематическим форму-
лам Эйлера (12.3) или (12.4). 
Из уравнений движения имеем 
t
R
al
at
2
,0,2  
  . 
Подставив эти значения, напри-
мер, в (12.4), получим  sin1
x , 
 cos1
y , 

 1z . Откуда 
2222 2 lRt
R
a
   . 
Угловое ускорение диска можно найти по проекциям на неподвиж-
ные оси координат, используя (12.8): 
 cossin11
  xx ; 
 sincos11
  yy ; 
   11 zz ; 
4222222222
1
2
1
2
1 4
2
tlaRl
R
a
zyx 
  . 
С 
О 
К 
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x1 
y1 
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12.4. Скорость и ускорение точки при сферическом                               
движении тела 
Сферическое движение тела в каждый момент времени можно рас-
сматривать как вращательное вокруг мгновенной оси и, следовательно, 
скорость любой точки определить по формуле Эйлера 
 r

 v , (12.9) 
где 

 – вектор мгновенной угловой скорости, построенный на мгновен-
ной оси ОР; r

 – радиус-вектор рассматриваемой точки, проведенный из 
неподвижной точки (рис. 12.11). 
Модуль скорости определяется по 
формуле 
 v = ωh, (12.10) 
где h – длина перпендикуляра, опущенного 
из точки на мгновенную ось ОР. Направлен 
вектор скорости перпендикулярно плоско-
сти, проходящей через точку A и мгновен-
ную ось ОР, в сторону вращения тела. 
Проекции вектора скорости точки на 
координатные оси (подвижные и непод-
вижные) можно найти, записав векторное 
произведение через определитель 
 
zyx
kji
zyx 


v ;          
111
111
111
v
zyx
kji
zyx 


 . 
Тогда для проекций скорости на подвижные оси имеем 
 vx = ωyz – ωzy; 
 vy = ωzx – ωxz; 
 vz = ωxy – ωyx; 
 222v zyx vvv  . 
Аналогично запишутся и проекции на неподвижные оси координат. 
Для нахождения ускорения произвольной точки тела воспользуемся 
формулой 
 
dt
d
a
v

 , 
где скорость точки определяется формулой (12.9). 
Рис. 12.11 
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Подставив это значение скорости и продифференцировав, получим 
  
dt
rd
r
dt
d
r
dt
d
a

 

  
или, учтя, что 
 

dt
d
 и v


dt
rd
, 
 v

  ra . (12.11) 
Первое слагаемое называют вращательным ускорением, а второе – 
осестремительным ускорением 
 освр aaa

 . (12.12) 
Найдем модули и направления этих ускорений (рис. 12.12). Модуль 
вращательного ускорения  авр = ε·r·sinβ = ε·h1, где h1 – кратчайшее рас-
стояние от точки до оси углового ускорения OQ. Направление вектора 
вращательного ускорения врa

перпендикулярно плоскости, проходящей 
через точку (точка А на рисунке) и ось OQ мгновенного углового ускоре-
ния. Таким образом, 
врa

 – вращательное ускорение вокруг оси OQ мгно-
венного углового ускорения. 
Модуль осестремительного ускоре-
ния 90sinvос a . Но модуль скоро-
сти точки (согласно (12.10)) v = ωh, где h 
– расстояние до мгновенной оси ОР, на 
которой расположен вектор 

. Тогда  
ha 2ос  . 
Осестремительное ускорение 
осa

 
направлено к мгновенной оси ОР и лежит 
в плоскости, проходящей через точку А и 
мгновенную ось вращения. 
В общем случае векторы 
врa

 и 
осa

 
не будут перпендикулярны друг другу, и 
модуль ускорения точки нужно опреде-
лять по теореме косинусов или же по проекциям на координатные оси. 
Пример 12.2. Диск радиуса R = 0,3 м приводится в движение гори-
зонтальным кривошипом длины l = 0,4 м, вращающимся вокруг верти-
кальной оси с постоянной угловой скоростью ω1 = 0,6 рад/с (рис. 12.8). 
Определить скорости и ускорения точек А, В, С, Р, если диск катится по 
неподвижной горизонтальной плоскости без скольжения, причем АСВС. 
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Решение 
Движение диска, как было показано в примере 12.1, будет враща-
тельным (сферическим) вокруг неподвижной точки О. Скорости точек 
можно определить по формуле Эйлера ((12.9), (12.10)) как скорости во 
вращении вокруг мгновенной оси ОР. На рис. 12.13 показано сечение дис-
ка вертикальной плоскостью, походящей через точки О и С. Угловая ско-
рость диска 
CD
vc , где м/c24,0v 1  lc  , CD = lsinα = 0,24 м и                 
ω = 1 рад/с. 
Скорость точки А vА = ωAF = 2vC = 0,48 м/с, 
скорость точки В 

 OBB 

v  найдем по про-
екциям на подвижные оси координат                   
(рис. 12.13). 
vBx = ωyz – ωzy,  vBy = ωzx – ωxz,  vBz = ωxy – ωyx,  
где 

(0; -0,8; 0,6) и ВО

(-0,3; 0,4; 0). 
Тогда vВx = -0,24 м/с, vВy = -0,18 м/с,    
vВz = -0,24 м/с и  222 vvvv BzByBxB 0,38 м/с. 
Скорость точки Р равна нулю, т.к. она 
лежит на мгновенной оси вращения. 
Перейдем к вычислению ускорений точек, используя формулы 
(12.11) и (12.12). Предварительно найдем угловое ускорение 

 диска как 
скорость конца вектора 

 – точки Е – в ее движении по годографу                  
(см. рис. 12.9). 
Годографом 

 будет окружность радиуса ОEcosα. Тогда ε = uE =               
= ω1ωcosα = 0,6·1·0,8 = 0,48 рад/с
2, причем вектор 

 направлен вдоль оси 
Ох в положительном направлении. 
Начнем определение ускорений с точки Р, лежащей на мгновенной 
оси вращения: 
 PPPP OPaaa v
освр  

 . 
Осестремительное ускорение этой точки равно нулю, т.к. vP = 0. 
Вращательное ускорение точки врPa
 = ε·ОР·sin 90° = 0,48·0,5 = 0,24 м/с2 и 
направлено перпендикулярно отрезку ОР (рис. 12.14). 
Ускорение точки С можно определить как ускорение точки стержня 
ОС, вращающегося равномерно,  
 aC = ω
2l = 0,62·0,4 = 0,144 м/с2, 
О y 


 
Рис. 12.13 
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или же как точки С диска по формуле 
CCCC OCaaa v
освр  

 , 
где 90sinвр OCaС   =0,48·0,4=0,192 
м/с2,  
 90sinvос CСa  =1 · 0,24 = 0,24 м/с
2. 
Направления векторов показаны на 
рис. 12.14. Модуль ускорения (катет 
прямоугольного треугольника) 
 2вр2ос )()( CCC aaa  = 0,144 м/с
2 . 
Ускорение точки А 
 AAAA OAaaa v
освр  

 , 
где 90sinвр  OAa A  = 0,24 м/с
2; 
 AFa A 
2ос   = 0,48 м/с2. 
Вращательное ускорение перпендикулярно отрезку ОА, а осестреми-
тельное ускорение направлено к мгновенной оси ОР и, следовательно, они 
не перпендикулярны друг к другу. Модуль ускорения аА определяется или 
теоремой косинусов, или по проекциям на координатные оси: 
 22освр
2
ос
2
вр 2cos2 AzAyA aaaaaaa   =0,473 м/с
2. 
Ускорение точки В 
 BBBB OBaaa v
освр     
вычислим по компонентам этих векторов: 

(0,48; 0; 0), OB(-0,3; 0,4;0),           


(0; -0,8; 0,6), Bv

(-0,24; -0,18; -0,24). 
Проекции ускорения Ba

 на координатные оси: 
ByzBzyBzByBx yza vv   = 0,8·0,24 + 0,6·0,18 = 0,3; 
BzxBxzBxBzBy zxa vv   = -0,6·0,24 = -0,144; 
BxyByxByBxBz xya vv   = 0,48·0,4 – 0,8·0,24 = 0. 
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Модуль ускорения точки В  222 BzByBxB aaaa 0,33 м/с
2 и вектор 
ускорения jiaB

144,03,0  . 
 
Скорости и ускорения точек можно найти другим способом, разло-
жив сложное движение диска на переносное вращение вокруг вертикаль-
ной оси и относительное вращение вокруг оси ОС. Затем, используя тео-
рему о сложении скоростей и сложении ускорений (теорема Кориолиса), 
провести определение абсолютных скоростей и ускорений указанных то-
чек. Предлагаем читателю проделать эти вычисления самостоятельно и 
сравнить трудоемкость этих двух способов расчета. 
Пример 12.3.  Круговой конус, высота которого h = 0,4 м и радиус 
основания r = 0,3 м, катится по плоскости без скольжения. Вершина кону-
са (точка О) – неподвижна. Определить угловую скорость и угловое уско-
рение конуса, а также скорости и ускорения точек А, В, С (рис. 12.15) в 
момент времени t1 = 1 c, если задан закон движения центра основания ко-
нуса (точка С) уравнением s = 0,24t2 м. В начальный момент точка С нахо-
дилась в плоскости Oy1z1. 
Решение 
1. Конус совершает сферическое дви-
жение вокруг неподвижной точки О. 
Мгновенная ось вращения ОР конуса 
совпадает с образующей его, которая 
касается неподвижной плоскости. 
Изобразим сечение конуса вертикаль-
ной плоскостью симметрии                 
(рис. 12.16). Эта плоскость вращается 
вокруг оси Oz1 с угловой скоростью 
CE
s
1 , где CE = hcosα, 
8,0cos
22



rh
h
 , ts 48,0 . 
Тогда tt 5,1
8,04,0
48,0
1 
  рад/с. 
Мгновенная угловая скорость 
конуса согласно (12.10) 
 
CD
vC ,  
где CD = hsinα = 0,24 м; 
z1 
O 
A 
В 
C 
C0 
y1 
h 
x1 
Рис. 12.15 
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 t
t
CD
s
2
24,0
48,0


  рад/с. 
Вектор 

 направлен по оси ОР так, что вращение конуса видно с 
конца этого вектора происходящим против хода часовой стрелки. 
2. Угловое ускорение конуса 
dt
d


  найдем как скорость конца век-
тора

 в его движении по годографу угловой скорости, который в рас-
сматриваемом примере будет спиралью, лежащей на плоскости Ox1y1. По-
скольку 

 изменяется и по модулю и по направлению, то  21 

 . 
Вектор 1

, направленный по оси ОР, 
 1 = 2 рад/с
2, а вектор 2

 
численно равен произведению ω1 на ω, т.е. 
2
12 3t  , и направлен 
перпендикулярно ОР: 
 
42222
2
2
1 94)3(2 tt   . 
При t1 = 1 c    6,313  рад/с2 и вектор 

 лежит на оси мгновен-
ного углового ускорения OQ (рис. 12.17). 
3. Скорости точек конуса можно 
определять как вращательные вокруг 
мгновенной оси по формуле Эйлера 
((12.9), (12.10)). Скорость точки В равна 
нулю, т.к. она лежит на мгновенной оси 
вращения ОР. Скорость точки А 
ttsCA 96,048,022v2v 
  м/с, т.к.         
AF = 2CD. Векторы скоростей CA vиv

 
направлены перпендикулярно плоскости 
Oyz (см. рис. 12.16). При t1 = 1 с 
vC = 0,48 м/с,  vA = 0,96 м/с. 
4. Ускорения точек конуса опреде-
лим по формулам (12.11) и (12.12) как суммы вращательных и осестреми-
тельных ускорений. 
Для точки В 
освр
BBB aaa

  или 

OBOBa BB 1v 

BОВ v2



 , но vB = 0 и 

OB1

 = 0, т.к. векторы лежат на одной 
прямой. Тогда 
 aB = ε2·OB·sin90° = 3t
2·0,5 = 1,5t2. 
O 
ω 
ω1 
ε 
ε1 
y1 
Q 
x1 
2

 
y P 
Рис. 12.17 
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При t1 = 1 с   aB = 1,5 м/с
2 и 
Ba



OB  (рис. 12.18). Ускорение 
точки С можно получить двумя 
способами. Во-первых, известно, 
что точка движется по заданному 
закону s(t), описывая окружность 
радиуса CE = hcosα. 
Тогда 48,0 sac  м/с
2,  
2
22
72,0
32,0
)48,0(v
t
t
CE
a ccn  и при 
t1 =1 c 
22
cncC aaa   =0,865 м/с
2. 
Во-вторых, ускорение точ-
ки С находится по формуле 
осCCC aaaOCOCOCa



(2)
вр
(1)
вр21 vv  , 
где 48,06,04,02sin1
)1(
вр   ha  м/с
2; 
 222
)2(
вр 2,14,0390sin ttha 
 ; 
 296,048,0290sin tttva Cос   . 
При t1 = 1 с  48,0
(1)
вр a  м/с
2, 2,1(2)вр a  м/с
2, 96,0осa  м/с
2. Направле-
ния векторов таковы: (1)врa  – параллельно оси Ох, 
(2)
врa – перпендикулярно 
ОС и осa

 направлено к мгновенной оси ОР. По проекциям на координат-
ные оси находим ускорение точки С (см. рис. 12.18): 
 48,0(1)вр  aaCx ; 
 72,0sin(2)вр  aaCy ; 
 096,08,02,1cos(2)вр  осCz aaa  . 
 865,0072,048,0 22222  CzCyCxC aaaa  м/с
2. 
Аналогично вычисляем ускорение точки А: 
 AAA OAOAOAa vv 21



 , 
где 96,096,05,022sin1
)1(
вр   OAa  м/с
2 и направлено параллельно 
оси Ох; 
Рис. 12.18 
• 
D 
E 
z1 
O 
B y 
α 
α Ba

 
осa
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
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
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
 
• 
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 222
)2(
вр 5,15,0390sin ttOAa 
 , при t1 = 1 с  )2(врa =1,5 м/с
2  и на-
правлено перпендикулярно ОА. 
 292,196,0290sin tttva Aос    и направлено вертикально к 
мгновенной оси вращения. 
По проекциям на координатные оси находим для t1 = 1 с  
96,0)1(вр  aaAx ;   
44,196,05,12sin)2(вр  aaAy ; 
5,192,128,05,12cos)2(вр  OCAz aaa  ; 
29,2222  AzAyAxA aaaa  м/с
2 
и вектор ускорения точки А 
kjiaA

5,144,196,0  . 
 
12.5. Движение свободного тела 
Свободным телом называется тело, для которого любые перемеще-
ния в пространстве являются возможными, т.е. на него не наложены ника-
кие связи. Примером свободного движения является движение ракеты, ар-
тиллерийского снаряда (пули) после вылета из ствола орудия (винтовки), 
движение самолета при выполнении фигур высшего пилотажа и т.д. 
Нетрудно убедиться, что движение свободного тела в пространстве 
можно представить состоящим из поступательного движения вместе с вы-
бранной точкой (полюсом) и 
мгновенного вращательного дви-
жения вокруг этого полюса. По-
ступательное движение  вместе с 
осями Ox1y1z1 (рис. 12.19) является 
переносным движением, а относи-
тельным движением будет враще-
ние вокруг полюса (точки О). От-
носительное движение в общем 
случае будет сферическим движе-
нием. Положение тела в простран-
стве (в системе отсчета O2x2y2z2) 
можно задать шестью параметра-
ми: координатами полюса x0, y0, z0 
и углами Эйлера ψ, θ, φ. 
z2 
y2 
y1 
O2 
x1 
A 
x 
K 
z 
y 
z1 
θ 
ψ 
φ 


 
O 
Рис. 12.19 
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Уравнениями свободного движения тела в общем случае будут зави-
симости 
 x0 = f1(t),  y0 = f2(t), z0 = f3(t), ψ = f4(t),  θ = f5(t),  φ = f6(t). (12.13) 
Нетрудно показать, что относительное движение, т.е. углы ψ, θ, φ, не 
зависит от выбора полюса. Не будут зависеть от этого выбора и векторы 
угловой скорости 

 и углового ускорения 

 относительного сферическо-
го движения. 
Скорости и ускорения точек свободного тела могут быть получены 
по теоремам сложения скоростей и ускорений точки: 
 ra vvv e

 ;      rea aaa

 . 
Здесь ускорение Кориолиса отсутствует (равно нулю), т.к. перенос-
ное движение является поступательным. Скорость и ускорение точки в 
переносном движении равны скорости и ускорению полюса, а скорость и 
ускорение в относительном движении определяются как скорость и уско-
рение точки в сферическом движении. Тогда для любой точки тела (точ-            
ка А на рис. 12.19, 

ОА

) 
 AOvvvv 00

  , (12.14) 
 AOAOAO aaaaa v0
освр
0

  . 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Какими параметрами определяются положение и движение тела при 
его сферическом движении? 
2. Что можно сказать о траекториях точек тела, совершающего сфериче-
ское движение? 
3. Можно ли говорить о равномерном движении тела, имеющего одну 
неподвижную точку? 
4. Чему равно и как направлено угловое ускорение тела при сферическом 
движении, если угловая скорость его по модулю постоянна? 
5. Каково геометрическое место точек тела, совершающего сферическое 
движение, скорости которых равны по модулю в данный момент вре-
мени? 
6. Будут ли равны по модулю ускорения точек, если у них модули скоро-
стей равны? 
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7. Определить величину и направление углового ускорения тела в сфери-
ческом движении, если заданы уравнения движения ψ = 3t, φ = 4t, 
const
6


 . Ответ:  = 6 рад/с и направлено по линии узлов. 
8. Какую точку свободного тела можно принимать за полюс при разло-
жении его движения на переносное и относительное движения? 
9. Сколько степеней свободы имеет твердое тело при а) поступательном, 
б) вращательном вокруг неподвижной оси, в) плоскопараллельном,              
г) сферическом, д) свободном движениях? 
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Глава 13. Кинематика системы тел 
Совокупность движущихся тел, связанных между собой тем или 
иным способом и передающих движение от одного тела к другому, обра-
зует систему тел или кинематическую цепь. Естественно, характеристики 
движения отдельных тел (координаты, скорости, ускорения) будут связа-
ны между собой некоторыми уравнениями, называемыми уравнениями 
связей. Если в уравнения связей входят только координаты (линейные и 
угловые), то связь называется геометрической, если же в уравнениях со-
держатся скорости, то связь является кинематической. Механизмы, широ-
ко используемые в технике, представляют собой систему твердых тел, 
связанных между собой и преобразующих движение одного или несколь-
ких тел в требуемые движения других тел. 
Механизмы входят в состав многих машин, так как выполнение ме-
ханических движений для преобразования энергии, материалов и инфор-
мации требует обычно преобразования движения, получаемого от двига-
теля. Механизмы состоят из многих деталей, и твердые тела, входящие в 
состав механизма, называются звеньями. В механизме принято различать 
ведущие (входные) и ведомые звенья.  
Ведущим называется звено, к которому приложена движущая сила 
или момент, закон движения которого считается известным. Все осталь-
ные подвижные звенья механизма называются ведомыми. Ведомое звено, 
совершающее требуемое движение, для осуществления которого предна-
значен механизм, называется рабочим (выходным) звеном. 
Положение точек механизма, звенья которого совершают то или 
иное движение, можно определять, например, декартовыми координата-
ми, являющимися функциями времени. Если положение точек механизма 
определяется двумя координатами, то такой механизм относится к разряду 
плоских механизмов. Если же положение точек механизма определяется 
тремя координатами, то механизм относится к разряду пространственных 
механизмов. 
Однако не все координаты, определяющие положение звеньев меха-
низма (а также производные координат по времени), являются независи-
мыми величинами. Поясним это на примерах. 
Пример 13.1. Кривошипно-ползунный механизм, используемый для 
преобразования вращательного движения в поступательное, состоит из 
трех подвижных звеньев: 1 – кривошип ОА = r, 2 – шатун AB = l и 3 – пол-
зун В (рис 13.1). Положение звеньев задается координатами φ, хВ, ψ, кото-
рые в процессе движения связаны между собой. Эту связь можно полу-
чить, введя векторы ОА  и ОВ  и записав векторную сумму ABOAOB  . 
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Проецируя на координатные оси, получаем 
 

sinsin)180sin(sin0
,coscos)180cos(cos
lrlr
lrlrxB

  (13.1) 
Из полученных двух уравнений 
геометрических связей можно найти ко-
ординаты ведомых звеньев через коор-
динату ведущего звена, которую назы-
вают обобщенной координатой механиз-
ма: 
.sincos
,sinsin
222 

rlrx
l
r
B 

     
(13.2) 
 
Дифференцируя по времени уравнения геометрических связей, по-
лучим уравнения кинематических связей, из которых можно найти связи 
между скоростями. В рассматриваемом примере, взяв производные по 
времени от (13.1) и (13.2), получим после преобразований 
 
,
sin2
2sin
sinv
,
sin
cos
2221
22212


















rl
r
rx
rl
r
BBx


 
(13.3) 
где 

 1  – угловая скорость ведущего звена, которая называется также 
обобщенной скоростью системы (механизма). 
Уравнения связей можно также получить, вычисляя скорости общих 
точек, в которых передается движение от одного звена к другому. 
В механизмах скорости отдельных звеньев механизма связаны меж-
ду собой. Так, в зубчатом механизме (рис. 13.2) угловые скорости шестер-
ни 1 и колеса 2 связаны соотношением 
 
1
2
2
1
r
r



   или   

2211  rr  , (13.4) 
где φ1 и φ2 – углы поворота шестерни и колеса. 
В планетарном механизме (рис. 13.3) скорость точки Р подвижного 
звена 2 равна нулю (мгновенный центр скоростей звена, совершающего 
плоское движение), что может быть выражено уравнением, связывающим 
переносную и относительную скорости точки Р:  
y 
x 
A 1 
2 
B 3 
φ 
ω ψ 
Рис. 13.1 
О 
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 22321 )(  rrr     или   

22321 )(  rrr  , (13.5) 
где φ3, φ2 – углы поворота кривошипа ОА и колеса 2. 
 
Уравнения (13.4) - (13.5) являются кинематическими связями. 
Отметим, что во многих случаях уравнение кинематической связи 
может быть проинтегрировано. Так, после интегрирования уравнений 
(13.4) и (13.5) получаем связь между угловыми координатами: 
 r1φ1 = r2φ2    (13.6) 
 и    (r1 + r2)φ3 = r2φ2. (13.7) 
Связи, накладывающие ограничения на координаты точек системы 
или на координаты и скорости, но допускающие интегрирование, называ-
ются голономными связями. 
Если же уравнение кинематической связи нельзя проинтегрировать, 
то связь называется неголономной. 
В механизме фрикционной бесступенчатой передачи (рис. 13.4) от 
вала 1 к валу 2 при отсутствии проскальзывания уравнение связи 
 

211  r  (13.8) 
нельзя проинтегрировать, если ρ = ρ(t) является какой-то функцией          
времени. 
При качении без скольжения шара по шероховатой поверхности 
уравнение связи, выражающее равенство нулю скорости точки касания 
шара и поверхности, нельзя проинтегрировать, и эта связь будет него-
лономной, если центр шара движется не прямолинейно. 
ω1 
ω2 
r1 r2 
1 
2 
Рис. 13.2 
2 
3 
1 
О 
P 
A 
r1 
r2 
Рис. 13.3 
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Связи можно делить на стационарные 
и нестационарные. Стационарные связи не 
зависят от времени, нестационарные – за-
висят от времени. Все рассмотренные в 
примерах связи являются стационарными, 
не зависящими от времени. 
Если ведущих звеньев в изучаемом 
механизме будет два или более, то и в 
уравнения связей будут входить две или 
более независимых координаты. Например, 
в планетарном редукторе входными звень-
ями могут быть водило и вращающееся 
солнечное колесо. 
Дадим определение. Обобщенными координатами называются не-
зависимые величины, позволяющие в любой момент времени однозначно 
определить положение всех тел системы. Если система имеет только 
голономные связи, то число обобщенных координат равно числу степеней 
свободы этой системы. 
Кинематический анализ системы состоит в определении вида дви-
жений отдельных тел и установлении соотношений между их кинематиче-
скими характеристиками. Кинематический анализ механизмов состоит в 
определении движения звеньев  механизма по заданному движению ве-
дущего звена. При кинематическом исследовании механизмов решаются 
следующие основные задачи: а) определение положения звеньев механиз-
ма и построение траекторий отдельных точек звеньев; б) нахождение ли-
нейных скоростей точек механизма и угловых скоростей звеньев; 
в) установление связей между координатами и скоростями отдельных тел 
системы (механизма). Отметим, что более подробно методы исследования 
механизмов рассматриваются в очень важной инженерной дисциплине, 
тесно связанной с теоретической механикой, – теории механизмов и ма-
шин. 
При установлении связей между телами изучаемой системы (звенья-
ми механизма) чаще всего используются общие точки, принадлежащие 
различным звеньям и имеющие одинаковые скорости.  
При кинематическом анализе механизмов можно рекомендовать 
следующую последовательность рассуждений: 
1) представить назначение механизма; 
2) указать ведущее звено механизма; 
3) определить число степеней свободы механизма; 
4) установить характер движения каждого звена механизма, исполь-
зуя классификацию видов движения твердого тела; 
1 
2 
ρ 
Рис. 13.4 
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5) выполнить кинематический анализ, устанавливая соотношения 
между кинематическими характеристиками отдельных точек и отдельных 
звеньев (записать уравнения связей); 
6) установить методы исследования движений отдельных звеньев 
механизма и выразить выходные характеристики через характеристики 
входных звеньев. 
Приведем примеры наиболее часто встречающихся механизмов. 
I. Кулачковые механизмы (рис. 13.5) 
 
Механизм служит для преобразования вращательного движения ку-
лака в поступательное движение стержня. Ведущим звеном является кулак 
(кулачок), ведомым – стержень. Механизм имеет одну степень свободы. 
Кулачок совершает вращательное движение, стержень – поступательное. 
Закон движения стержня находится по заданному закону движения 
кулачка.  
II. Планетарные механизмы с внешним и внутренним зацеплением 
(рис. 13.6,а,б) 
Механизм служит для передачи вращательных движений между па-
раллельными валами, используется в планетарных редукторах с большим 
значением передаточного отношения. 
В механизме: 1 – кривошип (водило); 2 – подвижное колесо (сател-
лит); 3 – неподвижное центральное колесо. 
Ведущим звеном является кривошип, ведомым – подвижное колесо 
(сателлит). Механизм имеет одну степень свободы N = 1, в качестве 
обобщенной координаты можно взять угол поворота кривошипа φ1. 
Кривошип совершает вращательное движение, подвижное колесо – 
плоское движение. Точка подвижного колеса Р является мгновенным цен-
тром скоростей. Общей точкой, используемой для установления кинема-
тических соотношений, является точка А. 
1 2 
х 
х B 
A O 
Рис. 13.5 
.5 
1 – кулак 
2 – стержень 
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Последовательность соотношений: 
 

11   ;    vA = OA·ω1;    AP
OA
AP
A 1
2
v 


 . 
Для определения других кинематических характеристик подвижного 
колеса используется теория плоского движения. 
III. Дифференциальные механизмы с внешним и внутренним зацеп-
лением (рис. 13.7,а, б). 
 
Рис. 13.7 
а – внешнее зацепление 
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Служат для передачи вращательных движений между параллельны-
ми валами, используются в дифференциальных редукторах с большим 
значением передаточного отношения. 
В механизме: 1 – подвижное центральное колесо; 2 – кривошип (во-
дило); 3 – подвижное колесо (сателлит). 
Ведущими звеньями являются центральное колесо 1 и водило 2. Ме-
ханизм имеет две степени свободы N = 2 и в качестве обобщенных коор-
динат можно рекомендовать углы поворота центрального колеса 1 и води-
ла 2 (q1 = φ1,  q2 = φ2). 
В механизме центральное колесо и водило совершают вращательные 
движения, сателлит – плоское движение. 
В качестве общих точек для установления кинематических связей 
можно рекомендовать точки А и В сателлита. На рис. 13.7,в показано по-
ложение мгновенного центра скоростей сателлита для внешнего зацепле-
ния. 
Последовательность кинематических соотношений: 

11   ;    

22   ;    2v OAA  ;    1v OBB  ;    
AB
rrr
AB
BA

11221
3
)(vv 




 . 
Если проинтегрировать это уравнение, то получим голономную 
связь, определяющую угол φ3. 
IV. Кривошипно-ползунные механизмы (рис. 13.8) 
 
P 
ω2 
B 
Bv

3 
2 
O 
ω1 
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Рис. 13.8 
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1 – кривошип  
2 – шатун  
3 – ползун 
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Механизмы служат для преобразования вращательного движения 
кривошипа в поступательное движение ползуна (компрессоры) или посту-
пательного движения ползуна во вращательное движение кривошипа 
(двигатели внутреннего сгорания). 
Для двигателя внутреннего сгорания ведущим является кривошип, 
ведомым – ползун. 
Механизм имеет одну степень свободы N = 1, в качестве обобщен-
ной координаты можно принять угол поворота кривошипа φ1. 
В начале этой главы уже был рассмотрен центральный кривошипно-
ползунный механизм, и уравнения связи для него были получены проеци-
рованием векторного многоугольника на координатные оси. Для изобра-
женного на рис. 13.8 нецентрального кривошипно-ползунного механизма, 
естественно, можно выполнить то же самое. Но можно уравнения связей 
получить и по скоростям общих точек. 
В качестве общей точки можно рассмотреть точку А, принадлежа-
щую кривошипу и шатуну. На рис. 13.8 показано положение мгновенного 
центра скоростей шатуна. Кинематические соотношения имеют вид 
 

11   ;        1v OAA  ;    12
v

AP
OA
AP
A  . 
Для определения других кинематических характеристик шатуна АВ 
следует использовать теорию плоского движения. 
V. Четырехзвенные (четырехшарнирные) механизмы (рис. 13.9) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
P 
A 
O O1 
φ1 
B 
3 
2 
1 
Bv

Рис. 13.9 
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2 – шатун  
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Механизмы служат для преобразования вращательного движения 
кривошипа в возвратно-вращательное движение коромысла. Ведущим 
звеном является кривошип, ведомым – коромысло. Механизм имеет одну 
степень свободы N = 1, в качестве обобщенной координаты удобно вы-
брать угол поворота кривошипа  φ1. 
Кривошип 1 и коромысло 3 совершают вращательные движения, ша-
тун 2 – плоскопараллельное. 
В качестве общих точек для установления кинематических связей 
можно взять точки  А и В. 
На рис 13.9 показано положение мгновенного центра скоростей ша-
туна и кинематические соотношения, записываемые в виде 
 1v  OAA ;    12
v

AP
OА
AP
A  ;    2v  BPB ; 
 1
1
2
11
3
v

BOAP
BPOA
BO
BP
BO
B


 , 
где 

11    – обобщенная скорость, через которую, как видно, выражают-
ся все остальные скорости. 
VI. Кривошипно-кулисные механизмы с поступательным и враща-
тельным движением кулисы (рис. 13.10) 
Механизм служит для преобразования вращательного движения 
кривошипа в поступательное (рис. 13.10,а) или возвратно-вращательное 
(рис. 13.10,б) движение кулисы. 
Ведущим звеном является кривошип, ведомым – кулиса. Механизм 
имеет одну степень свободы N = 1, в качестве обобщенной координаты 
удобно выбрать угол поворота кривошипа φ1. 
Кривошип совершает вращательное движение, ползун – поступа-
тельное в относительном движении, кулиса – поступательное                            
(рис. 13.10,а), возвратно-вращательное движение (рис. 13.10,б). 
В качестве общей точки, используемой для установления кинемати-
ческих соотношений, следует принять точку А. Полученные кинематиче-
ские соотношения имеют вид 

11   ;  1v  OAa ;  1sinvv ar  ;  1cosvv ae    (рис. 13.10,а); 
sinvv ar  ;    cosvv ae  ;    AO
e
1
3
v
     (рис. 13.10,б). 
Для определения других кинематических характеристик кулисы сле-
дует использовать теорию сложного движения точки. 
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Координаты ведомых звеньев (ползуна и кулисы) можно получить 
непосредственно, рассмотрев треугольник О1ОА и применив теорему ко-
синусов. Обозначив постоянные отрезки ОО1 = b и ОА = r, имеем 
 1
22
1 sin2 brrbSAO  , 
 
1
1
sin  
cos
tg



rb
r

 , 
где S = O1A – координата ползуна относительно кулисы; 
 ψ – угол поворота кулисы. 
Дифференцируя по времени уравнения геометрических связей, по-
лучим выражения для относительной скорости ползуна и угловой скоро-
сти кулисы для произвольного положения механизма, определяемого 
обобщенной координатой φ. 
VII. Шарнирно-рычажные механизмы (рис. 13.11) 
Механизм служит для преобразования вращательных движений кри-
вошипа и коромысла в поступательное движение ползуна. 
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Ведущими звеньями являются кривошип и коромысло, ведомым 
(выходным) звеном  – ползун. Механизм имеет две степени свободы N =2, 
в качестве обобщенных координат следует выбрать угловые величи-                     
ны φ1 и φ2. 
Кривошип 1 и коромысло 2 совершают вращательные движения, ша-
туны 3, 4, 5 – плоское, ползун 6 – поступательное. В качестве общих то-
чек, используемых для установления кинематических соотношений, бе-
рутся точки A, C, B, D, E. Можно рекомендовать следующую последова-
тельность расчета: 

11   ,  

22    – обобщенные скорости. 
 
Скорости точек А и С: vA = OA·ω1,    vC = O1C·ω2. 
Скорость точки В: BAAB vvv

 ,    BCCB vvv

 ,  
откуда  BCCBAA vvvv

 . (13.9) 
В выражении (13.9) две неизвестные величины ω4 и ω3. Проецируя 
на оси координат формулу (13.9), учитывая, что векторы расположены в 
одной плоскости, находим эти неизвестные. 
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Поскольку звено 4 совершает плоскопараллельное движение, то ско-
рость точки D: 
 DAAD vvv

 . (13.10) 
Выражение (13.10) содержит две неизвестные величины – модуль и 
направление скорости точки D, которые определяются проецированием 
формулы (13.10) на оси координат. Отметим, что в качестве полюса мож-
но было принять точку В и выразить скорость точки D в виде 
DBBD vvv

 . 
Скорость точки Е: 
 EDDE vvv

 , (13.11) 
где две неизвестные величины – модуль скорости точки Е и угловая ско-
рость шатуна 5 определяются из двух алгебраических уравнений, полу-
чаемых проецированием формулы (13.11) на оси координат. 
Для определения координат точек механизма, угловых ускорений 
звеньев следует использовать теорию плоского движения. 
В заключение главы, которая практически отсутствует в разделе 
"Кинематика" учебников и учебных пособий, отметим следующее: 
1) изложение материала при исследовании кинематики системы тел, 
кинематики механизмов предполагает использование методов теоретиче-
ской механики без привлечения знаний по теории движения механизмов; 
2) уточнив последовательность кинематического анализа механиз-
мов, читатели могут пополнить рассматриваемый ряд механизмов и рас-
смотреть новые, используя предложенный алгоритм анализа; 
3) данная глава будет полезна читателям при изучении дисциплины 
"Теория механизмов и машин", где эти сведения будут дополнены новы-
ми, позволяющими выполнять кинематический и динамический анализ 
механизмов и машин. 
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Вопросы для самопроверки 
1. Дайте определение геометрических, кинематических, стационарных, 
нестационарных связей. 
2. Какие связи называются голономными, неголономными? 
3. Для планетарного механизма (рис. 13.6) определите ускорение               
точки Р. 
4. В четырехзвенном механизме (рис. 13.9)  при равномерном вращении 
кривошипа ОА составьте схему определения ускорения точки В и угло-
вого ускорения звена О1В. 
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Часть 3. Динамика 
 
 
 
 
 
Введение 
Динамика – раздел теоретической механики, в котором изучается 
движение материальных тел под действием приложенных сил. В кинема-
тике движение тел изучалось с геометрической точки зрения, в динамике 
рассматривается движение тел с учетом сил взаимодействия и инертности 
этих тел, характеризуемых их массой. Поэтому динамика представляет 
собой наиболее общий раздел механики, имеющий большое значение для 
решения многих практических задач в различных областях техники. 
Динамика является логическим продолжением двух предыдущих 
разделов механики – статики и кинематики. В динамике рассматриваются 
те же модели материальных тел: материальная точка, механическая си-
стема, абсолютно твердое тело. Действительно, в статике рассматривались 
механические силовые взаимодействия твердых тел, находящихся в рав-
новесном состоянии. В кинематике были установлены методы изучения 
происходящих в пространстве и во времени механических движений 
твердых тел и механических систем, но без учета силового взаимодей-
ствия, определяющего эти движения. Динамика ставит целью изучение 
движения материальных тел с учетом механического взаимодействия 
между ними. Последнее вытекает из существа задач механики, так как 
между действующими силами и движением существует внутренняя связь, 
которая заложена уже в самом определении понятия силы. 
Динамика использует из статики законы сложения сил и принятые в 
кинематике способы описания движений. В динамике ставится задача 
установления законов связи действующих сил с кинематическими харак-
теристиками движений. 
При всем разнообразии задач динамики их делят на два основных 
типа. К первому типу относятся задачи, в которых движение тела (или ме-
ханической системы) является заданным и требуется найти силы, под дей-
ствием которых это движение происходит (первая задача). Ко второму ти-
пу относятся задачи, где действующие силы заданы и при некоторых до-
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полнительных условиях требуется определить законы движения (вторая 
задача). 
Основы механики как науки были заложены Галилеем в начале XVII 
столетия и после него развивались Гюйгенсом, Гуком и другими учеными. 
Основные принципы классической механики были сформулированы Нью-
тоном в его замечательном трактате "Математические начала натуральной 
философии" (1687). Полученные в классической механике уравнения 
движения материальных объектов, а также общие теоремы динамики поз-
воляют решать многие задачи о движении механических систем. Однако в 
основу построения механики можно положить вместо законов Ньютона 
другие общие положения, называемые принципами механики. Из этих 
принципов можно вывести уравнения движения и общие теоремы дина-
мики (см. рисунок). 
 
 
Связь законов классической механики 
 
Применение принципов механики позволяет решать многие задачи 
динамики (а также статики)  более просто. В предлагаемом учебнике 
наряду с динамикой Ньютона рассматриваются два общих принципа: 
принцип Даламбера и принцип возможных перемещений. Принцип воз-
можных перемещений вместе с принципом Даламбера применяется для 
движущихся механических систем. С использованием обобщенных коор-
динат рассматриваются условия равновесия и движения механической си-
стемы – механика Лагранжа. 
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Глава 14. Динамика материальной точки 
14.1. Основные понятия и определения 
Понятие о силе как о мере механического взаимодействия тел было 
введено в статике. При этом в статике силы считались постоянными, не 
изменяющимися во времени. Между тем, на движущиеся тела наряду с 
постоянными силами могут действовать и переменные силы, у которых 
модуль и направление изменяются с течением времени. Как установлено 
опытным путем, переменные силы могут определенным образом зависеть 
от времени, от положения точки и от ее скорости: 
  v,, 

rtFF  . 
Например, от времени зависит сила тяги электровоза при постепен-
ном выключении или включении реостата (рис. 14.1,а), от положения точ-
ки зависит сила тяготения 
2
21
r
mm
F

  (рис. 14.1,б) и сила упругости пру-
жины cxF   (рис. 14.1,в), от скорости зависит сила сопротивления среды 
(воды, воздуха) vkR  , 2vkR   (рис. 14.1,г). 
 
 
Чаще всего на движущуюся материальную точку одновременно дей-
ствуют несколько сил различных типов. Так, в случае свободных колеба-
ний точки (рис. 14.1,в) на нее действуют сила упругости и сила сопротив-
ления движению, в случае движения материальной точки, брошенной под 
углом к горизонту (рис. 14.1,г), на нее действуют сила тяжести и сила со-
противления среды и т.д. 
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При изучении законов движения материальные тела мы будем заме-
нять моделями этих тел. Используются в динамике следующие три модели: 
1) материальная точка – точка, имеющая массу, – простейший объ-
ект реального тела. Материальной точкой, как известно из физики, назы-
вается тело, размерами которого можно пренебречь в условиях данной за-
дачи. Практически тело можно рассматривать как материальную точку в 
тех случаях, когда расстояния, проходимые точками тела, велики по срав-
нению с размерами самого тела. Например, можно считать материальной 
точкой искусственный спутник Земли (ИСЗ) в задаче о движении его во-
круг земного шара, артиллерийский снаряд при определении дальности 
его полета и т. д.; 
2) абсолютно твердое тело – реальное тело, у которого в процессе 
движения можно пренебречь изменением его формы (деформацией). Мо-
дель абсолютно твердого тела использовалась нами ранее в статике и ки-
нематике; 
3) механическая система – мысленно выделенная по какому-нибудь 
признаку совокупность взаимодействующих материальных точек или тел. 
Материальное тело (твердое, упругое, жидкое, газообразное), любая ма-
шина, механизм, любое сооружение в динамике рассматриваются как ме-
ханические системы. 
Различают неизменяемые и изменяемые механические системы. В 
неизменяемой механической системе расстояния между точками остаются 
неизменными в процессе движения. Примером такой системы является 
абсолютно твердое тело. 
В изменяемой системе расстояния между точками изменяются: 
упругие, жидкие тела; механизмы, составленные из твердых тел, и т. д. 
К понятию об инертности тел мы приходим, сравнивая результаты 
действия одной и той же силы на разные материальные тела. Опыт пока-
зывает, что эти тела за один и тот же промежуток времени пройдут разные 
расстояния и будут иметь различные скорости. Инертность представляет 
собой свойство материальных тел быстрее или медленнее изменять свою 
скорость под действием приложенных сил. Это свойство инертности зави-
сит от массы тела, которая может служить мерой инертности. 
14.2. Законы механики Галилея–Ньютона                                        
(аксиомы динамики) 
В основе динамики лежат законы, установленные путем обобщения 
опытов и наблюдений за движением тел и проверенные всей практикой 
человечества. Эти законы впервые четко сформулированы И. Ньютоном в 
сочинении "Математические начала натуральной философии" (1687). 
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Эти законы, обычно называемые законами Ньютона, носят аксиома-
тический характер, не требуют математических доказательств. Сформули-
рованы эти законы для простейшего материального объекта – материаль-
ной точки. 
Творчество Ньютона по праву относится к вершинам научной мыс-
ли. В нем сочетались мастерство экспериментатора и смелость мысли тео-
ретика. С именем Ньютона связывают установление основных положений 
классической механики. Ньютон сформулировал целую научную про-
грамму, под влиянием которой физика развивалась в XVII – XIX вв. 
В первой половине XVII в. были получены важные конкретные 
научные результаты (создан телескоп, установлен закон преломления све-
та, определены законы движения планет и др.). В то же время активно 
формировалась новая методология науки. На этом фоне особенно выделя-
ется деятельность ученого, который в своей исследовательской практике 
вырабатывал эту методологию и значительностью сделанных им откры-
тий доказывал ее эффективность. Этим ученым был итальянец Г. Галилей. 
I. Закон инерции 
Первый закон, сформулированный еще до Ньютона Галилеем в                
1638 году, описывает простейшее из возможных движений – так называе-
мое инерциальное движение точки. 
Материальная точка, на которую не действуют силы, находится в 
покое или движется равномерно и прямолинейно. 
  constvv 0

     или    v

= 0. 
И. Ньютон (1643–1727) Г. Галилей (1564–1642) 
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Система отсчета, по отношению к которой выполняется закон инер-
ции, называется инерциальной системой отсчета. Для большинства техни-
ческих задач систему отсчета, связанную с Землей, можно приближенно 
считать инерциальной. 
II. Закон зависимости между силой и ускорением (основное уравнение 
динамики точки) 
Пусть на точку действует одна сила (рис. 14.2).  
Сила, действующая на материальную точку, сообщает ей ускоре-
ние, имеющее направление силы и пропорцио-
нальное этой силе: 
 Fam

 . (14.1) 
Записанное уравнение называют также 
основным уравнением динамики точки. 
Этот закон имеет место только в инер-
циальной системе отсчета. Из этого закона 
видно, что масса m материальной точки явля-
ется мерой инертности: 
m
F
a  . 
Если к различным материальным точкам 
с массами m1 и m2 (m1 > m2) приложить одина-
ковые силы F

, то ускорения, полученные 
точками, будут различными, а1 < a2             
(рис. 14.3). Чем больше масса точки, тем 
меньшее ускорение получает точка при дей-
ствии силы F

. 
Массу точки можно найти по ускоре-
нию, которое она получает под действием из-
вестной силы. В частности, такой силой является сила тяжести Р. Под 
действием силы Р вблизи Земли ускорение свободно падающей точки 
равно g. Тогда 
g
P
m  . 
Заметим, что сила тяжести P, как и ускорение g, изменяются с изме-
нением широты места и высоты над уровнем моря, а величина массы m 
будет одинаковой. 
III. Закон равенства действия противодействию 
Силы взаимодействия двух материальных точек всегда действуют 
по одной прямой, противоположно направлены и численно равны между 
собой. Силы взаимодействия двух движущихся точек М1 и М2 (рис. 14.4): 
 21 FF

 ,          F1 = F2. 
M 
 
 
Рис. 14.2 
Рис. 14.3 
M1 M2 
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Аналогичная аксиома была сформу-
лирована в статике. Отметим, что силы 
21 и FF

 не уравновешиваются, так как они 
приложены к различным телам (точкам). 
Применив второй закон Ньютона, полу-
чим m1a1 = F1 и m2а2 = F2, но в силу равен-
ства F1 = F2 имеем 
1
2
2
1
m
m
a
a
  – ускорения 
точек будут обратно пропорциональны 
массам. 
 
 
 
IV. Закон независимости действия сил 
Пусть на движущуюся точку действуют одновременно несколько 
сил, каждая из которых сообщает соответствующее ускорение: 
 (•)Mm   ss aF 

     (s = 1, 2, …, n). 
Закон независимости: Если на материальную точку действуют не-
сколько сил, то ускорение точки равно сумме ускорений от действия каж-
дой из сил в отдельности: 
 naaaa
  21 , (14.2) 
где 
m
F
a
m
F
a
m
F
a nn






 ;;; 22
1
1 . 
Подставив эти значения ускорений, получим 
 nFFFam



 21 ,   или    sFam

. (14.3) 
Выражение (14.3) представляет собой основное уравнение динамики 
точки при действии на нее нескольких сил. 
Выражение (14.3) можно записать в виде 
 Fam

 , (14.4) 
где  sFF

– равнодействующая сил, действующих на точку. 
Замечание. Законы Ньютона сформулированы для свободных мате-
риальных точек. Однако, приняв принцип освобождаемости от связей, 
можно распространить применение основного уравнения динамики точки 
и на несвободные точки. Принцип освобождаемости: не нарушая покоя 
или движения точек, можно отбросить наложенные на них связи и заме-
Рис. 14.4 
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нить их действие введением соответствующих сил реакций. Тогда уравне-
ние динамики точки примет вид 
 NFam

 , 
где F

– равнодействующая активных сил; 
 N

– равнодействующая сил реакций связей. 
 
14.3. Основное уравнение динамики в неинерциальной                
системе отсчета –  уравнение относительного движения 
точки 
Если изучается движение материальной точки в неинерциальной си-
стеме отсчета, то в основное уравнение динамики помимо действующих 
сил нужно ввести добавочные силы – переносную и кориолисову силы 
инерции. Покажем это. 
Пусть имеем две системы отсчета – основную O1x1y1z1 (инерциаль-
ную) и подвижную Oxyz (неинерциальную)  (рис. 14.5). 
На точку М действует сила F

. 
Точка участвует в сложном движе-
нии. В основной системе отсчета 
основное уравнение динамики 
 Fam a

 . (14.5) 
Абсолютное ускорение точки 
в основной системе отсчета по тео-
реме Кориолиса: 
 crea aaaa

 , (14.6) 
где ea

 – переносное; 
 ra

 – относительное; 
 ca

 – кориолисово ускорения. 
Подставляя (14.6) в (14.5) и 
перенося в правую часть два слагаемых, запишем 
    cer amamFam

 . 
Векторы ee amΦ

  и cc amΦ

  называют соответственно перенос-
ной и кориолисовой силами инерции. Эти силы определяются движением 
подвижной системы отсчета Oxyz. В жизни человек может чувствовать 
действие этих сил, находясь, например, в трамвае, автобусе при резком 
торможении или ускорении последнего. 
Рис. 14.5 
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С учетом этого основное уравнение динамики в неинерциальной си-
стеме отсчета запишется в виде 
 cer ΦΦFam

 . (14.7) 
Это уравнение называют основным уравнением динамики относи-
тельного движения точки или вторым законом Ньютона в неинерциаль-
ной системе отсчета. 
Если точка находится в покое в подвижной системе отсчета, то 
уравнение относительного покоя 
 eΦF

0 . (14.8) 
Если переносное движение поступательное, неравномерное, то (14.7) 
примет вид 
 er ΦFam

 . (14.9) 
В случае, если переносное движение поступательное, равномерное, 
прямолинейное, то уравнение (14.7) можно представить в виде 
 Fam r

 . (14.10) 
В этом случае подвижная система Oxyz является также инерциаль-
ной системой отсчета. 
14.4. Дифференциальные уравнения движения                            
материальной точки 
Рассмотрим движущуюся точку М массой m, на которую действуют 
силы nFFF



,,, 21  (рис. 14.6) (если точка несвободная, то в число сил вхо-
дят и реакции, заменяющие отброшенные связи). 
Основное уравнение динамики 
точки 
  sFam

. (14.11) 
Выберем прямоугольную си-
стему декартовых координат и спро-
ецируем основное уравнение дина-
мики точки на каждую из коорди-
натных осей: 
 











.
,
,
sz
sy
sx
Zma
Yma
Xma
 (14.12) 
Рис. 14.6 
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Подставив известные из кинематики проекции ускорения на оси ко-
ординат ,,,

zayaxa zyx   получим 
 














.
,
,
s
s
s
Zzm
Yym
Xxm



 (14.13) 
Эти уравнения называются дифференциальными уравнениями дви-
жения точки в декартовых координатах. 
Если движение точки происходит в плоскости xOy (рис. 14.7), то 
уравнений движения будет два: 
 








,
,
s
s
Yym
Xxm


 (14.14) 
причем 0 sZ . 
Если точка движется прямолинейно (рис. 14.8), то уравнение движе-
ния будет одно: 
  sXxm

, (14.15) 
причем 0 sY ,   0 sZ . 
 
 
В том случае, когда известна траектория точки, используют есте-
ственные оси координат, связанные с движущейся точкой (касательную, 
главную нормаль и бинормаль). 
Рис. 14.7 Рис. 14.8 
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Проецируя основное уравнение динамики на естественные оси коор-
динат, получим 
    sbbsnns FmaFmaFma ,, , (14.16) 
где sbsns FFF ,,  – проекции силы на касательную, главную нормаль, би-
нормаль. 
Из кинематики известны проекции ускорения на естественные оси 
координат: 
 0,
v
,
v 2
 bn aadt
d
a


 . (14.17) 
Подставляя (14.17) в (14.16), получаем 
   sbsns FFmFdt
d
m 0,
v
,
v 2

 . (14.18) 
Эти уравнения были впервые получены Эйлером и обычно называ-
ются естественными уравнениями движения материальной точки. 
Две основные задачи динамики 
В динамике решаются две основные задачи: 
1) по заданному движению точки или системы определить силы, вы-
зывающие это движение; 
2) по заданным силам, действующим на точку или систему, опреде-
лить движение этих объектов. 
Обе указанные задачи решаются с помощью основного уравнения 
динамики точки или общих теорем, вытекающих из него. 
Рассмотрим схему решения этих задач для движения одной матери-
альной точки. 
14.5. Первая задача динамики точки 
Постановка задачи: Зная массу точки и закон ее движения, опреде-
лить модуль и направление равнодействующей сил, приложенных к точке. 
1. Рассмотрим решение задачи в прямоугольной, декартовой системе 
координат, когда движение точки задано координатным способом. 
Дано: m – масса точки; x(t), y(t), z(t) – закон движения точки. 
Найти: F

. 
Решение 
а. Определяем проекции равнодействующей на оси координат, вы-
числяя производные от заданных функций – уравнений движения: 
 

zmFymFxmF zyx  ,, . 
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б. Вычисляем модуль равнодействующей через проекции: 
 222 zyx FFFF  . 
в. Определяем направление равнодействующей: 
 
F
F
F
F
F
F zyx   cos,cos,cos . 
2. Аналогично решается первая задача динамики с использованием 
естественных уравнений движения. 
Дано: m; траектория точки; s(t);  – радиус кривизны траектории. 
Найти: F

. 
а. Проекции равнодействующей на естественные оси: 
 
2
2
2 1
, 





dt
ds
mF
dt
sd
mF n 
. 
б. Модуль равнодействующей: 22 nFFF   . 
в. Направление равнодействующей в соприкасающейся плоскости: 
 
F
F
nF
F
F
F n ),cos(,),cos(
  . 
Еще раз отметим, что уравнения (14.18) используются при есте-
ственном способе задания движения точки. 
Пример 14.1. Движение материальной точки массы m задано урав-
нениями x = acoskt, y = bsinkt, где a, b, k – известные постоянные величи-
ны. Определить силу, вызывающую такое движение. 
Решение. Если из заданных уравнений движения исключить время t, 
то получим уравнение траектории точки. В данном случае, используя 
формулу 1sincos 22  ktkt , получим уравнение 
 1
2
2
2
2

b
y
a
x
, 
т. е. траекторией точки будет эллипс с центром в начале координат и по-
луосями а и b (рис. 14.9). 
Для определения действующей силы запишем основное уравнение 
динамики точки в проекциях на координатные оси (14.14): 
 
 ymFxmF yx  ; , 
где ktbkyktakx cos;cos 22    или ykyxkx 22 ;   . 
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Следовательно, ymkFxmkF yx
22 ;  . 
Модуль силы 22222 yxmkFFF yx  , но 
rOAyx  22  – модуль радиуса-вектора 
точки. 
Тогда модуль силы rmkF 2 , т.е. сила 
пропорциональна расстоянию от точки до 
начала координат. 
Направление силы получим, вычислив 
 
r
y
F
F
r
x
F
F yx   cos,cos . 
Отсюда вытекает, что сила направлена противоположно радиусу-
вектору 

 OAr

, что показано на рисунке. 
Следовательно, rmkF
 2 , т. е. на точку действует переменная си-
ла, направленная к началу координат (центральная сила) и пропорцио-
нальная отклонению от этого центра. Такую силу можно реализовать с 
помощью упругой нити. 
Пример 14.2. Самолет, пикируя отвесно, достиг скорости                          
v = 200 м/c, после чего летчик стал выводить самолет из пике, описывая 
дугу окружности радиусом R = 500 м в вертикальной плоскости. Масса 
летчика m = 80 кг. Какова наибольшая сила, прижимающая летчика к 
креслу? 
Решение. Рассмотрим произвольное положение М летчика (матери-
альной точки), определяемое углом φ, отсчитываемым от горизонтали ОА 
(рис. 14.10). В этом положении на него действуют сила тяжести P = mg и 
реакция кресла, состоящая из двух сил Nn и N, 
направленных по нормали и касательной к 
окружности. Составим основное уравнение 
динамики точки в проекциях на естественные 
оси координат (14.18): 
  sin
v
,cos
v 2
PN
R
mNP
dt
d
m n  , 
откуда
R
m
mgN
dt
d
mmgN n
2v
sin,
v
cos   . 
 
Рис. 14.9 
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O 
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φ 
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A 
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Максимальная сила, прижимающая летчика к креслу и равная по 
третьему закону Ньютона реакции кресла, будет достигнута при 
2

  . 
Считая движение примерно равномерным, получим 
 
R
mv
mgNN n
2
,0  . 
Подставляя числовые данные, находим 
2,7)
500
200
8.9(80
2
nN  кН. 
14.6. Вторая задача динамики точки 
Постановка задачи: Зная массу точки и силы, действующие на нее, 
определить ее движение. 
Рассмотрим решение этой задачи в прямоугольной декартовой си-
стеме координат. 
Дано: m – масса точки; ),,(

rrtFF  – равнодействующая сил, явля-
ющаяся известной функцией времени, положения точки и ее скорости. 
Найти: x(t), y(t), z(t) – уравнения движения точки. 
Задача решается с помощью дифференциальных уравнений движе-
ния, составляемых для произвольного момента времени: 
 











).,,,,,,(
),,,,,,,(
),,,,,,,(



zyxzyxtZzm
zyxzyxtYym
zyxzyxtXxm
 (14.19) 
Отметим, что в правых частях уравнений записаны проекции равно-
действующей на оси координат. 
Для нахождения уравнений движения точки нужно проинтегриро-
вать эту систему уравнений и получить общее решение. Как известно из 
математики, общее решение дифференциального уравнения второго по-
рядка содержит две произвольные постоянные, а общее решение системы 
трех уравнений второго порядка – шесть произвольных постоянных. Сле-
довательно, получим 
 x = x(t, C1, C2, …, C6), 
 y = y(t, C1, C2, …, C6), (14.20) 
 z = z(t, C1, C2, …, C6). 
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В частных случаях может оказаться, что не все произвольные посто-
янные будут входить в каждое из решений. Например, если в первом 
уравнении правая часть будет зависеть только от (t, x, 

x ), то при интегри-
ровании независимого уравнения 
 ),,(  xxtXxm   
решение запишется так: x = x(t, C1, C2) и т.д. 
Таким образом, после интегрирования получаем семейство решений 
(траекторий точки), зависящее от произвольных параметров – величин C1, 
C2, C3, C4, C5, C6. 
Для того чтобы выделить из общего решения частное решение (кон-
кретную траекторию), произвольные постоянные определяют по началь-
ным условиям. 
Обычно в некоторый момент времени t = t0 (часто берут t = 0) задают 
положение и скорость точки, т.е. при t = t0 
 x = x0,    y = y0,    z = z0, 
 xx 0v

,    yy 0v

,    zz 0v

. 
Пользуясь начальными условиями, находят все постоянные С1, …, 
С6 и, подставив их в общее решение, получают искомый закон движения. 
Если решается задача о движении точки в плоскости, то дифферен-
циальных уравнений будет два и четыре постоянных интегрирования 
найдутся из начальных условий при t = t0: 
 x = x0,    y = y0,    yx yx 00 v,v 

. 
В случае прямолинейного движения точки имеется одно дифферен-
циальное уравнение, и в его решение входят две произвольные постоян-
ные, определяемые из условий при t = t0: 
 x = x0,    xx 0v

. 
Итак, для решения второй основной задачи динамики точки нужно 
знать не только силы, но еще и начальные условия. 
Задача интегрирования системы дифференциальных уравнений яв-
ляется в общем случае очень трудной. Даже в простейшем случае прямо-
линейного движения дифференциальное уравнение удается решить лишь 
при определенных зависимостях силы от t, x, 

x . Во многих задачах инте-
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грирование производят приближенно или выполняют его с использовани-
ем программных продуктов (например, Matematica, MatLab и др.). 
Можно рекомендовать следующий план решения задач на нахожде-
ние уравнений движения материальной точки: 
1) выбрать материальную точку, движение которой будет рассмат-
риваться, установить систему отсчета (инерциальную или неинерциаль-
ную) и изобразить точку в произвольный момент времени. Начало коорди-
нат, как правило, рекомендуется совмещать с начальным положением 
точки, положительные направления координатных осей выбрать в сторону 
движения точки; 
2) показать на рисунке все силы, приложенные к изучаемой точке 
(активные и реакции связей); 
3) составить дифференциальные уравнения движения точки в той 
или иной форме и записать начальные условия (начальные координаты и 
проекции начальной скорости на координатные оси); 
4) проинтегрировать составленные дифференциальные уравнения, 
найти с помощью начальных условий произвольные постоянные интегри-
рования и вычислить частное решение – искомый закон движения точки; 
5) определить требуемые в условии величины и провести, если это 
нужно, исследование решения. 
Пример 14.3. С поверхности Земли вертикально вверх с начальной 
скоростью v0 запущено тело массой m. Найти высоту подъема тела, пола-
гая, что на него действует сила притяжения Земли, обратно пропорцио-
нальная квадрату расстояния тела от центра Земли. Сопротивлением дви-
жению пренебречь. 
Решение. 1.Тело будем считать материальной точкой. Начало коор-
динат возьмем в начальном положении точки. Ось координат Ох свяжем с 
Землей и направим в сторону движения, т. е. 
вертикально вверх. Изобразим точку в произ-
вольный момент времени, ОА = х – координа-
та точки (рис. 14.11). 
2. На тело действует сила притяжения 
 2xR
k
F

 , где k – коэффициент пропорци-
ональности; R – радиус Земли. Когда тело 
находится на поверхности Земли (х = 0), сила 
притяжения равна mg и, следовательно, 
2R
k
mg  , откуда k = mgR2. 
A 
x 
O 
 
R 
C 
Рис. 14.11 
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3. Дифференциальное уравнение прямолинейного движения точки 
(14.15) в данном случае примет вид 
 
2
2
)( xR
mgR
xm



. 
Начальные условия: при t = 0   x = 0   и   0vx 

. 
4. Проинтегрируем дифференциальное уравнение с помощью заме-
ны: 
dx
d
dt
dx
dx
d
dt
d
x
v
v
vv
  (понижение порядка уравнения). 
Тогда 
2
2
)(
v
v
Rx
gR
dx
d

  и, разделяя переменные, получим 
 dx
xR
gR
d
2
2
)(
vv

 . 
Интегрируя, найдем общее решение: 
 C
xR
gR



22
2
v
. 
Произвольную постоянную С определим по начальным условиям: 
 gRC 
2
v20 . 
5. Высоту подъема х = Н найдем из условия, что в наивысшей точке 
скорость равна нулю. Тогда 
 gR
HR
gR



2
v
0
2
0
2
, 
откуда  
 
2
0
2
0
v2
v


gR
R
H . 
Если задать начальную скорость gR2v0  , то высота подъема        
Н = ∞, т. е. тело, запущенное с такой скоростью, не возвратится на Землю. 
Эту скорость называют второй космической скоростью. Ее значение при           
g = 9,8 м/c2, R = 6480 км будет 11,2 км/с. 
При первой космической скорости v0 ≈ 7,9 км/с тело становится 
спутником Земли. 
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Пример 14.4. Движение тяжелой материальной точки, брошенной 
под углом к горизонту. 
Материальная точка массой m брошена с поверхности Земли в вер-
тикальной плоскости с начальной скоростью v0 под углом  к горизонту. 
Определить закон движения точки, учитывая силу сопротивления среды 
(воздуха), направленную противоположно скорости и пропорциональную 
первой степени скорости v

bmR  , где b – коэффициент пропорциональ-
ности, определяемый экспериментально (зависит от плотности среды, 
формы тела). 
Такая задача возникает, например, при исследовании движения ар-
тиллерийского снаряда в воздухе (задача внешней баллистики). 
Решение. 1. Свяжем систему отсчета с Землей, начало координат 
совместим с начальным положением точки. В вертикальной плоскости, 
проходящей через вектор начальной скорости 0v

, проведем горизонталь-
ную ось Ох и вертикальную ось Оу. Изобразим материальную точку в 
произвольном положении А(х, у) (рис. 14.12). 
2. На материальную точку действуют 
две силы: сила тяжести P = mg и сила со-
противления v

bmR  , проекции которой 
на оси координат  
 

xbmbmR xx  v ; 
 

ybmbmR yy  v . 
3. Дифференциальные уравнения 
движения материальной точки в плоскости 
(14.14) получаем из рисунка: 
 xbmRPxm xx  ; 
 

ybmmgRPym yy   
или, разделив на массу, 
 
.
;0
gyby
xbx




 (14.21) 
Начальные условия: при t = 0  x = 0,  y = 0,  cosv0

x ,  sinv0

y . 
A 
y 
O x 
Рис. 14.12 
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4. Эти уравнения интегрируются независимо друг от друга с помо-
щью различных методов. Можно, как в предыдущем примере, использо-
вать понижение порядка уравнения и метод разделения переменных. 
Можно применить теорию решения линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами. 
Составим характеристическое уравнение (квадратное) λ2 + bλ = 0, 
корни которого λ1 = 0 и λ2 = -b. 
Тогда общее решение первого уравнения можно представить в виде 
 x = C1 + C2e
-bt. (14.22) 
Второе уравнение является неоднородным, и его общее решение 
складывается из двух: y = y1+ y2, где у1 – общее решение однородного 
уравнения 011 

yby  и у2 – частное решение полного уравнения, зави-
сящее от вида правой части. Будем искать у2 в виде у2 = At, где А – посто-
янная величина. Тогда 0, 22 
 yAy . Подставив решение у2 в дифферен-
циальное уравнение, получаем тождество 0 + bA ≡ -g и находим 
b
g
A  . 
Таким образом, общее решение второго уравнения 
 t
b
g
eCCy bt  43 . (14.23) 
Вычислим производные 

yx, : 
 
b
g
ebCyebCx btbt   42 ;

. (14.24) 
Подставим в (14.22)–(14.24) начальные условия: С1 + С2 = 0, С3 + С4 = 0,    
–bC2 = v0cosα, sinv04  b
g
bC , 
откуда cos
v0
21 b
CC  ; 
 




 
b
g
b
CC sinv
1
043 . 
Итак, искомые уравнения движения материальной точки: 
 
 
  .1sinv
;1cos
v
0
2
0
t
b
g
e
bb
g
y
e
b
x
bt
bt





 





 (14.25) 
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5. Если пренебречь силой сопротивления, т. е. рассмотреть движение 
в пустоте, то дифференциальные уравнения движения будут следующими: 
gyx   ;0 . Их решение легко получить при тех же начальных условиях:  
 
2
sinv,cosv
2
00
gt
tytx   . 
Исключив время t, получим уравнение траектории 
 


22
0
2
cosv2
gx
xtgy  . 
Это уравнение параболы.  По уравнениям (14.25) можно построить 
траекторию точки в среде с линейным законом сопротивления, так назы-
ваемую баллистическую кривую (рис. 14.13). 
При других законах изменения 
силы сопротивления R = f(v) диффе-
ренциальные уравнения движения бу-
дут более сложными. Они решаются 
(интегрируются) обычно численными 
методами. 
 
Пример 14.5. Треугольная призма 1 движется прямолинейно по го-
ризонтальной плоскости равноускоренно с ускорением а1. На боковой 
грани призмы находится груз 2 (материальная точка) массой m. Опреде-
лить закон движения груза по этой грани, пренебрегая трением и считая 
угол  известным (рис. 14.14). 
Решение. 1. Рассмотрим дви-
жение груза и введем системы от-
счета: Oxy – подвижную (неинерци-
альную), связанную с призмой, и 
O1x1y1 – неподвижную (инерциаль-
ную). Изобразим груз в произволь-
ный момент времени, считая, что 
скольжение идет вниз: ОА = х – ко-
ордината относительного движения 
груза. 
2. На груз действуют силы: P = mg  и N – реакция гладкой грани. 
3. Основное уравнение динамики в неинерциальной системе отсчета 
(14.7) имеет вид сer ΦΦNPam

 , где Фс = 0 – кориолисова сила 
Рис. 14.13 
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инерции, т.к. переносное движение поступательное; Фе = ma1 – переносная 
сила инерции, направленная противоположно вектору 1a

. 
Дифференциальное уравнение движения в проекции на ось Ох: 
  cossin emgxm 
  
или  constcossin 1  raagx 
 . 
4. Итак, относительное движение груза по боковой грани призмы 
будет равнопеременным: 
2
2ta
x r , если считать, что при t = 0 x = 0 и 0x . 
5. Исследуем, как будет проходить относительное движение при 
различных ускорениях призмы. Если a1cos < gsin, то ar
 > 0 и движение 
будет проходить вниз по грани (а1 < gtg). 
При a1cos > gsin (a1 > gtg) ускорение ar < 0 и движение будет 
вверх по грани. Если a1cos = gsin (a1 = gtg), то ar = 0 и х = 0, т. е. груз 
будет находиться в относительном покое на движущейся призме. 
Пример 14.6.  Трубка 1 вращается равномерно с угловой скоростью 
ω вокруг вертикальной оси (рис. 14.15). Внутри трубки находится шарик 
2. Масса шарика m. В начальный момент времени скорость шарика отно-
сительно трубки равнялась нулю, а расстояние от оси вращения – l. Опре-
делить закон движения шарика относительно трубки и силу взаимодей-
ствия его с трубкой. Трением пренебречь. 
Решение.  1. Для изучения движения 
шарика введем две системы отсчета: по-
движную – Оху, связанную с вращающей-
ся трубкой, и неподвижную – Ах1у1z1, свя-
занную с опорами А и В. Изобразим шарик 
в произвольный момент времени, ОМ = х – 
координата шарика относительно трубки. 
Подвижная система отсчета будет неинер-
циальной. 
2. На шарик действуют сила тяжести 
P = mg и сила давления со стороны труб-
ки, которая разлагается на две составляю-
щие Ny и Nz (составляющая Nх = 0, т. к. 
трубка предполагается гладкой). 
3. Для составления уравнения движе-
ния материальной точки в неинерциальной системе отсчета нужно, соглас-
но (14.7), добавить две силы инерции: переносную eΦ

 и кориолисову cΦ

.     
Рис. 14.15 
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В рассматриваемой задаче переносная сила инерции e
n
ee ΦΦΦ

 , где 
xmne
2 ,  0 xme 
 , т. к. 0

 . 
Кориолисова сила инерции rcc mam v2

  , ее модуль 

xmΦc 2 . Направления сил инерции показаны на рис. 14.16. 
Спроецируем основное уравнение динамики точки
cer NPam 

 на подвижные 
оси координат: 
 
.0
,0
,2
PN
ΦN
xmxm
z
cy
n
e


 

 (14.26) 
Таким образом, движение опи-
сывается одним уравнением 
02  xx  , которое является одно-
родным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Начальные условия: при t = 0  x = l, 0x . 
4. Характеристическое уравнение 2 – ω2 = 0 и его корни 1 = ω,               
2 = -ω – действительные и различные числа. В этом случае общее реше-
ние будет таким: tt eCeCx   21  и  tt eCeCx   21 . 
Подставив начальные условия, найдем, что 
l = C1 + C2,   0 = ω(C1 –C2)   или   C1 = C2 = 0,5l. 
Следовательно, закон относительного движения шарика 
   tleelx tt  ch5,0   , 
где chωt – гиперболический косинус. 
Силу взаимодействия N

 шарика с трубкой найдем из (14.26): 
   tlmeelmxmΦN
tt
cy 
 sh22 22   , 
 mgPN z  , 
 22 zy NNN  . 
Сила N зависит от времени и при движении шарика возрастает. 
 
 
 
Рис. 14.16 
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Вопросы для самопроверки 
1. Как записывается основное уравнение динамики точки при действии 
на нее одной силы, нескольких сил? 
2. Как записываются дифференциальные уравнения движения точки в 
декартовых координатах, в проекциях на естественные оси? Когда 
применяются естественные уравнения движения? 
3. Какие две задачи решаются в динамике, как они формулируются для 
материальной точки? 
4. Автомобиль движется по выпуклому мосту. В верхней точке моста ра-
диус кривизны равен ρ, скорость автомобиля v. При какой скорости 
может произойти опрокидывание автомобиля? 
5. Какие дополнительные величины нужно знать для определения закона 
движения точки при известных силах, действующих на точку? 
6. Как записывается основное уравнение динамики в неинерциальной си-
стеме отсчета? За счет чего появляются силы инерции, прикладывае-
мые к точке? 
7. Шарик подвешен с помощью нерастяжимой нити к потолку вагона, 
движущегося поступательно прямолинейно с ускорением а = 3 м/с2. На 
какой угол отклонится нить во время движения? 
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Глава 15. Колебания материальной точки 
Колебания являются одним из самых распространенных видов дви-
жения. Колебательное движение совершают части машин, вагоны, само-
леты и их части, здания, мосты и другие сооружения. Подавляющее число 
поломок машин происходит в результате колебаний. 
Колебательное движение может происходить у различных по физи-
ческой природе объектов: твердые тела, звук, электрический ток и т.д. 
В современной технике колебания с успехом используются для со-
здания машин вибрационного действия: машины для уплотнения бетона и 
насыпей, грохоты для сортировки и просеивания, вибротранспортеры и 
т.д. Некоторые отрасли техники, например радиотехника, целиком осно-
ваны на теории колебаний. Современная теория колебаний представляет 
обширную и сложную область механики. В этой главе мы рассмотрим 
простейшую задачу о прямолинейном колебательном движении матери-
альной точки. Решение этой задачи используется при исследовании коле-
баний механической системы. 
На рис. 15.1 показаны примеры колебаний материальной точки: ко-
лебание груза на пружине (а), колебание математического маятника (б), 
колебание груза на упругой балке (в). 
 
 
Силы, действующие на точку при колебательном движении, можно в 
большинстве задач разделить на три группы: восстанавливающие, силы 
сопротивления и возмущающие силы. 
Восстанавливающие силы – это силы, стремящиеся вернуть точку в 
равновесное положение, если она из него выведена. Эти силы зависят от 
положения (координат) точки. Примеры таких сил – силы упругости                 
Рис. 15.1 
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F = f(x) (рис. 15.1,а,в), составляющая силы тяжести P

 (тангенциальная)  
(рис. 15.1,б). 
Силы сопротивления – силы, тормозящие движение, вязкого или су-
хого трения. 
Возмущающие силы – это силы, являющиеся заданными функциями 
времени. Наиболее интересен и важен случай, когда эти силы являются 
периодическими функциями времени: Q= Q(t +T). 
Если на материальную точку действуют только восстанавливающие 
силы и силы сопротивления, то колебания называют свободными или соб-
ственными. 
Если на точку, кроме того, действует еще возмущающая сила, то ко-
лебания называют вынужденными. 
15.1. Свободные (собственные) прямолинейные колебания 
материальной точки 
Рассмотрим точку М массой m, на которую действуют восстанавли-
вающая сила )(xF

 и сила сопротивления средыR

 (рис. 15.2). Заданы 
начальные условия: при t = 0 x = x0, 
0v

x . Допустим, что восстанавли-
вающая сила F

является линейной 
функцией координаты x, т. е.                           
F = с|x|, где с – коэффициент про-
порциональности, называемый так-
же коэффициентом жесткости пру-
жины. Единица измерения коэффи-
циента с – Н/м. Начало координат – точка О – выбрано в равновесном по-
ложении точки М. Силу сопротивления будем также считать линейной 
функцией скорости: v

bR  , где b – постоянный коэффициент, характе-
ризующий сопротивление вязкой среды, называемый коэффициентом со-
противления. Его единица измерения – м
сН 
. 
Для нахождения закона движения точки составим дифференциаль-
ное уравнение прямолинейного движения: 
    xbcxxmXxm s , . (15.1) 
Заметим, что уравнение будет иметь такой вид для любого положе-
ния точки М (x > 0 и x < 0) и любого направления ее движения 
M 
x 
 
 
O 
 
x 
Рис. 15.2 
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)0и0( 

xx . Рекомендуем это проверить самостоятельно. Разделив на m 
и введя обозначения 2,2 k
m
c
n
m
b
 , получим 
 02 2  xkxnx  . (15.2) 
Уравнение (15.2) представляет собой ОЛДУ второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. Решение его ищем в форме Эйлера rtex  , 
получаем характеристическое уравнение и находим его корни: 
 02 22  knrr , (15.3) 
 222,1 knnr  . (15.4) 
В зависимости от числовых значений n и k имеем четыре случая 
корней: 
1) n = 0 – чисто мнимые корни; 
2) n < k – комплексные корни; 
3) n > k – вещественные и различные корни; 
4) n = k – вещественные и равные корни. 
Поскольку коэффициент n (коэффициент демпфирования) характе-
ризует сопротивление среды, то эти случаи можно обозначить как: 
1) случай отсутствия сопротивления; 
2) случай малого сопротивления (n < k); 
3) случай большого сопротивления (n > k); 
4) случай критического сопротивления (n = k). 
Случай 1. Свободное колебание в среде без сопротивления (n = 0). 
В этом случае на точку действует только восстанавливающая сила 
(рис. 15.3), и дифференциальное уравнение движения имеет вид 
 02  xkx . (15.5) 
Корни характеристического уравнения: 
r1 = ki, r2 = –ki, где 1i  – мнимая еди-
ница. 
Общее решение уравнения (15.5): 
 ktCktCx sincos 21  . (15.6) 
Произвольные постоянные получим из 
начальных условий: при t = 0  x = x0, 0v

x , следовательно, x0 = C1,                          
v0 = kC2  и  
 
kt
k
ktxx sin
v
cos 00  . (15.7) 
M 
x 
 
O 
x 
Рис. 15.3 
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Приведем это решение к амплитудной форме, для чего вместо С1 и 
С2 введем новые постоянные а и : 
 C1 = asin,    C2 = acos, 
откуда 
 22
2
1 CCa  ,    
2
1tg
C
C
 . 
Подставив в решение С1 и С2, получим 
 x = asin(kt + ), (15.8) 
где 
2
2
02
0
v
k
xa  ;  
0
0
v
tg
kx
 . 
Итак, при отсутствии сопротивления точка совершает гармониче-
ские колебания с амплитудой а и начальной фазой , зависящими от 
начальных условий. 
Период колебаний Т не зависит от начальных условий – это свойство 
называется изохронностью – и определяется формулой 
 
k
T
2
 , (15.9) 
где k – угловая, или циклическая, частота колебаний, равная числу колеба-
ний за время 2 = 6.28 сек. Графиком колебаний будет синусоида (рис. 15.4). 
Пример 15.1. Колебания груза на вертикальной невесомой пружине. 
Груз весом Р подвешивают к концу вертикальной недеформирован-
ной пружины и отпускают без начальной скорости (рис. 15.5). 
Рис. 15.4 
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Определить закон колебания груза, если коэффициент жесткости 
пружины равен с. 
Решение 
На рис. 15.5 изображены: а – пружина без груза, lн – ее недеформи-
рованная длина; б – равновесное положение груза на пружине, где урав-
новешены сила тяжести и сила упругости (в статическом состоянии). В 
этом положении деформация пружины ст, сила упругости F = cст, начало 
координат выбрано в положении равновесия.  
Ось Ох направлена вниз. Из условия равновесия ;0 sX                         
mg - cст = 0, получаем 
c
mg
ст ; 
в – произвольное положение груза на пружине, когда деформация 
пружины равна λст + х. В этом положении сила упругости F = c(λcт+x) =      
= cx + P; 
г – положение груза в начальный момент времени, что необходимо 
для записи начальных условий. 
Дифференциальное уравнение движения, записанное для произволь-
ного момента времени, 
  sXxm

,      FPxm  , 
 PcxPxm 

,      0 cxxm  . 
Разделив полученное уравнение на массу груза, получим 
 0 x
m
c
x

   или   02  xkx ,     где  
m
c
k 2 . 
Рис. 15.5 
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Выведено дифференциальное уравнение свободных колебаний в 
среде без сопротивления.  
Используя рис. 15.5,г, где показано положение точки М0, откуда 
началось движение груза, запишем начальные условия: 
при t = 0   x = -λст,   0
x . 
Решение полученного уравнения: 
 x = C1coskt+ C2sinkt, 
и из начальных условий С1 = -λст;  С2 = 0. 
Окончательный закон движения: 
 x = -λстcoskt, 
где циклическая частота определяется формулой 
ст
g
m
c
k  . 
Период колебаний, не зависящий от начальных условий, 
g
T ст2

 . 
Случай 2. Случай малого сопротивления (n < k). 
Дифференциальное уравнение движения точки (рис. 15.2) 
 02 2  xkxnx 

. 
При n < k корни характеристического уравнения 222,1 knnr   
будут комплексными. Обозначив 221 nkk  , запишем корни в виде 
 iknr 12,1  . 
Общее решение дифференциального уравнения в этом случае имеет 
вид 
  tkCtkCex nt 1211 sincos   . (15.10) 
Введя вместо произвольных постоянных С1,  С2 новые постоянные а 
и α, как было показано выше, С1 = аsinα, C2 = acosα, получим общее реше-
ние в другой форме: 
 )sin( 1 
 tkaex nt . (15.11) 
Постоянные C1, С2 или а, α определяются по начальным условиям: 
при t = 0  x = x0, 0
xx  . 
Колебания, происходящие по полученому закону, называются зату-
хающими, так как при t→∞ x→0 ( nte → 0). 
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График этих колебаний показан на рис. 15.6. 
 
График заключен между кривыми ntaex   и ntaex  , так как  
)sin( 1 tk  по модулю не может быть больше единицы. 
Промежуток времени Т1, равный периоду функции )sin( 1 tk , при-
нято называть условным периодом затухающих колебаний: 
 
1
1
2
k
T

 ;    
221
2
nk
T



. 
За время Т1 точка совершит одно полное колебание (показано на 
графике). Из формулы для периода Т1 видно, что T1 > T, т.е. сопротивле-
ние увеличивает период колебаний. Однако когда сопротивление мало             
(n << k), можно приближенно считать, что Т1 ≈ Т. 
При затухающих колебаниях происходит уменьшение максимальных 
отклонений от равновесного положения точки. В качестве меры убывания 
этих отклонений принимают декремент колебаний D, равный отношению 
последовательных максимальных отклонений через период Т1 (или через 
полупериод). 
Если обозначить ti и ti+1 = ti + T1 как моменты времени, когда дости-
гается максимальное отклонение от положения равновесия через период, 
то имеем 
 )sin( 1 

i
nt
i tkaex i , 
 )sin( 111 1  



i
nt
i tkaex
i . 
Рис. 15.6 
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Учитывая 
1
1
2
k
T

 , получим 
 ii
nTnt
i Dxtkeaex
i   )2sin( 11 1  , 
где 
 1nTeD  . (15.12) 
Величина D не зависит от выбора максимальных отклонений и от 
моментов времени ti и ti+1. 
Таким образом, максимальные отклонения от положения равновесия 
убывают по закону геометрической прогрессии со знаменателем D. Часто 
в качестве меры затухания колебаний принимают модуль натурального 
логарифма D – логарифмический декремент колебаний 
 1ln nTD  . (15.13) 
Случай 3. Случай большого или критического сопротивления (n ≥ k). 
В этом случае корни характеристического уравнения (15.4) будут 
действительными и отрицательными: 
 0221  knnr ; 
 0222  knnr . 
При n = k корни будут одинаковыми: 
 r1 = r2 = –n < 0. 
Общее решение дифференциального уравнения (15.2) запишется так: 
 trtr eCeCx 21 21     при n > k, (15.14) 
 ntetCCx  )( 21    при n = k. (15.15) 
В обоих случаях в решение входят непериодические функции, дви-
жение не будет колебательным, но остается затухающим, так как при t→∞ 
координата х → 0. 
Графики возможных затухающих движений для различных началь-
ных условий показаны на рис. 15.7. 
Во всех случаях начальное положение точки x0 > 0.  
На рис. 15.7,а показан график движения точки с начальной скоро-
стью 0v

, совпадающей с положительным направлением оси х. Благодаря 
этой скорости точка вначале удаляется от положения равновесия, а затем 
под действием восстанавливающей силы постепенно приближается к это-
му положению.  
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График на рис. 15.7,б соответствует движению точки с начальной 
скоростью 0v

, направленной противоположно положительному направле-
нию оси х. При достаточно большой скорости точка может перейти поло-
жение равновесия, а затем при обратном движении приблизиться к этому 
положению. 
На рис. 15.7,в показан график движения точки без начальной скоро-
сти. 
Рассмотренное движение точки называют апериодическим. 
15.2. Вынужденные колебания материальной точки 
Рассмотрим далее вынужденные колебания материальной точки; та-
кие колебания происходят, если на точку действует помимо воcстанавли-
вающей силы и силы сопротивления еще возмущающая сила Q = Q(t), где 
Q – заданная функция времени. Вынужденные колебания совершают, 
например, фундаменты машин, у которых имеются несбалансированные 
вращающиеся части, кузова автомобилей при движении по неровной до-
роге и многие другие тела. 
Возмущающая сила может изменяться с течением времени по раз-
ным законам. Мы рассмотрим простой, но практически весьма важный 
случай, когда сила изменяется по гармоническому закону 
 ptHQx sin , (15.16) 
где Qx – проекция силы на ось, вдоль которой происходит движение; 
 H = Qmax – максимальное значение (амплитуда) этой силы; 
 p – частота возмущающей силы. 
Рис. 15.7 
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Изобразим точку в произвольный момент времени, покажем дей-
ствующие силы F

, R

, Q

 и составим дифференциальное уравнение дви-
жения (рис. 15.8). 
 
.sin
или,
ptHxbcxxm
QRFxm xxx




 (15.17) 
Введя обозначения: n
m
b
2 ,  
где n – коэффициент затухания (демпфи-
рования), c-1; 
2k
m
c
 , где k – циклическая частота свободных колебаний в среде без со-
противления, c-1; 
h
m
H
 , где h – отношение амплитуды возмущающей силы к массе                
точки, м/с2, запишем уравнение (15.17) в виде 
 pthxkxnx sin2 2   . (15.18) 
Уравнение (15.18) представляет собой дифференциальное уравнение 
вынужденных колебаний в среде с линейным сопротивлением. 
Исследование вынужденных колебаний начнем со случая n = 0. 
Случай 1. Вынужденные колебания при отсутствии сопротивления 
Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний будет сле-
дующим: 
 pthxkx sin2  . (15.19) 
Уравнение (15.19) представляет собой НЛДУ второго порядка, его 
общее решение, как известно из математики, является суммой двух реше-
ний: 
 х = х1 + х2, (15.20) 
где х1 – общее решение однородного уравнения; 
 х2 – частное решение полного неоднородного уравнения. 
Общее решение х1 однородного уравнения 01
2
1  xkx
  уже извест-
но (15.6). Частное решение при p ≠ k будем искать в виде 
 ptCptBx sincos2  . (15.21) 
M 
x 
 O x 
Рис. 15.8 
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Для определения неизвестных коэффициентов В и С вычислим  2x  и 
после подстановки х2, 2
x  в (15.19) получим тождество 
 pthptCkptBkptCpptBp sinsincossincos 2222  . 
Из данного тождества, приравнивая коэффициенты при sinpt и cospt, 
получим  
   022  Bpk  ,          hCpk  22 , 
откуда 
 В = 0;  22 pk
h
С

 . (15.22) 
Таким образом, частное решение неоднородного уравнения  
pt
pk
h
x sin222 
  и общее решение уравнения (15.19) 
 pt
pk
h
ktCktCx sinsincos 2221 
 , (15.23) 
где произвольные постоянные С1 и С2 определяются из начальных усло-
вий. 
Записывая общее решение х1 в виде (15.8), общее решение (15.19) 
представим как 
 pt
pk
h
ktax sin)sin( 22 
  . (15.24) 
Полученное решение показывает, что колебания точки складывают-
ся из 1) собственных колебаний с частотой k и 2) вынужденных колебаний 
с частотой p, которая, как видно, равна частоте возмущающей силы. На 
рис. 15.9 показаны собственные, вынужденные колебания точки и резуль-
тирующее движение согласно (15.24). 
Амплитуда вынужденных колебаний 
22в pk
h
A

 . Если k > p, то         
x2 = Asinpt, если же k < p, то x2 = -Asinpt = Asin(pt-), т.е. при k > p фаза вы-
нужденных колебаний совпадает с фазой возмущающей силы Q(t), а при    
k < p сдвинута относительно фазы возмущающей силы на величину . 
Следует отметить, что вынужденные колебания не зависят от 
начальных условий. 
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Проследим, как изменяется амплитуда вынужденных колебаний в 
зависимости от частоты возмущающей силы p. Эту зависимость называют 
амплитудно-частотной характеристикой A(p), которую часто получают в 
безразмерных координатах. Обозначим 
k
p
z   – отношение частот, кото-
рое называют коэффициентом расстройки, и запишем амплитуду А в виде 
 
22
2
2
2 11
zmk
H
k
p
k
h
A



 . (15.25) 
Учитывая, что 
m
c
k 2 , перепишем выражение (15.25) в виде 
 
21 zc
H
A

 . 
Рис. 15.9 
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Отношение амплитуды возмущающей силы H к коэффициенту жест-
кости с есть статическое отклонение от равновесного положения точки, 
вызываемое постоянной силой Qmax = H. Обозначим это отклонение Аст. 
Действительно, при равновесии двух сил Qmax = H и Fст = сАст (рис. 15.10) 
имеет место равенство Н = сАст. 
Тогда 
c
H
A ст . Обозначим  
стA
A
  
– отношение амплитуды вынужденных 
колебаний к статическому отклонению, 
которое называют коэффициентом         
динамического усиления или коэффици-
ентом динамичности. Выражение коэф-
фициента динамичности представим                 
в виде 
 
21
1
z
 . (15.26) 
 
График этой зависимости (рис. 15.11) показывает, что при 1
k
p
 ко-
эффициент динамичности   и, 
следовательно, амплитуда вынуж-
денных колебаний резко возраста-
ет. Это явление называют, как из-
вестно, резонансом. 
При дальнейшем увеличении 
частоты возмущающей силы 
)( pp  амплитуда вынужден-
ных колебаний уменьшается, стре-
мясь к нулю. Этим обстоятель-
ством пользуются при расчете 
амортизаторов колебаний и в дру-
гих случаях, когда требуется 
уменьшить амплитуду вынужден-
ных колебаний. 
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Отметим, что иногда коэффициент динамичности выражают через 
размерные величины в виде 
 
22
2
pk
k

 . 
Случай 2. Явление резонанса при отсутствии сопротивления 
В случае, когда частота возмущающей силы равна частоте собствен-
ных колебаний p = k, имеет место резонанс и решением (15.21), получен-
ным выше, пользоваться нельзя. В случае резонанса при отсутствии со-
противления частное решение нужно искать в виде 
 tptCptBx )sincos(2  , (15.27) 
или 
 )sin(2  ptAtx . (15.28) 
Проделав такие же действия для определения коэффициентов В и С, 
как и выше (подставив х2 и 

2x  в дифференциальное уравнение (15.19) и 
получив тождество), найдем значения коэффициентов  В и С: 
 
p
h
B
2
 ;       С = 0. 
Частное решение уравнения (15.19), или закон вынужденных коле-
баний, примет вид 
 ptt
p
h
x cos
22
 , (15.29) 
или 
 




 
2
sin
22

ptt
p
h
x . (15.30) 
График вынужденных колебаний при резонансе показан на рис. 15.12. 
Как видно, амплитуда вынужденных колебаний при резонансе не-
ограниченно растет с течением времени. Сдвиг фазы вынужденных коле-
баний относительно фазы возмущающей силы равен 
2

. Полученная фор-
мула имеет лишь качественное значение, показывая возрастание амплиту-
ды при резонансе. Количественных расчетов по ней проводить нельзя, так 
как не было учтено сопротивление среды, играющее существенную роль в 
реальных условиях. 
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Случай 3. Вынужденные колебания при наличии сопротивления, 
пропорционального скорости 
Рассмотрим вынужденные колебания с учетом вязкого сопротивле-
ния (n ≠ 0). Общее решение неоднородного уравнения второго порядка
pthxkxnx sin2 2    является в этом случае также суммой двух решений 
(аналогично (15.20)).  
Общее решение однородного уравнения при различных значениях 
параметров n и k проанализировано в параграфе 15.1. Частное решение 
неоднородного уравнения будем искать в виде 
 ptCptBx sincos2  ,    или    )sin(в2  ptAx . (15.31) 
Отметим, что в выражении (15.31) Ав – амплитуда вынужденных ко-
лебаний в среде с сопротивлением;  – сдвиг фазы вынужденных колеба-
ний относительно фазы возмущающей силы. 
Приведем процедуру определения неизвестных коэффициентов Ав и 
 , вводя обозначение  = pt - . 
sinв2 Ax   k
2 
cosв2 pAx 
  2n 
sin2в2 pAx 
  1 
Рис. 15.12 
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Подставив найденные величины 
 
222 ,, xxx  после умножения на ко-
эффициенты k2, 2n, 1 в неоднородное уравнение, получим тождество 
  cossincossincossin)( в
22
в hhnpApkA  . 
Приравнивая коэффициенты при sin и cos, получим систему ал-
гебраических уравнений для определения величин Aв и : 
 cos)( 22в hpkA  ; 
 sin2в hnpA  . 
Решая систему, получим: амплитуда вынужденных колебаний 
 
  22222в 4 pnpk
h
A

 , (15.32) 
сдвиг фазы колебаний 
 
22
2
tg
pk
np

 . (15.33) 
Выражение (15.31) показывает, что вынужденные колебания точки в 
случае вязкого сопротивления являются гармоническими колебаниями, 
так как амплитуда их не изменяется с течением времени, т.е. вынужден-
ные колебания не затухают с течением времени. Они не затухают потому, 
что возмущающая сила все время поддерживает колебательное движение 
точки. Частота р и период 
p


2
  вынужденных колебаний равны частоте 
и периоду возмущающей силы, т.е. сопротивление не влияет на частоту и 
период вынужденных колебаний. 
Общее решение дифференциального уравнения вынужденных коле-
баний (15.18), например, для случая малого сопротивления можно пред-
ставить в виде 
   )sin(sincos в1211   ptAtkCtkCex nt  (15.34) 
или в виде 
 )sin()sin( в1  
 ptAtkaex nt , (15.35) 
где постоянные С1 и С2 или а и  определяются по начальным условиям: 
при t = 0 x = x0, 

0xx  . На рис. 15.13 показаны графики собственных, вы-
нужденных колебаний и результирующего движения согласно (15.35). 
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В выражении (15.35) первое слагаемое – собственные колебания, ко-
торые затухают с течением времени. Второе слагаемое – вынужденные 
колебания, которые не затухают с течением времени. Нетрудно видеть, 
что при t > t* x ≈ x2, и поэтому в тех задачах, где интересуются лишь уста-
новившимся движением, первым слагаемым можно пренебречь и считать 
)sin(в  ptAx . При анализе неустановившегося движения (переходных 
процессов) рассматривают оба слагаемых в выражении (15.35). 
Исследование амплитуды вынужденных колебаний 
Для установления зависимости амплитуды вынужденных колебаний 
22222в 4)( pnpk
h
A

  от частоты возмущающей силы удобно вос-
пользоваться коэффициентом динамичности 
ст
в
A
A
 , где 
2ст k
h
с
H
A   – 
статическое отклонение от начала координат под действием постоянной 
силы H  (см. п. 15.2, случай 1). 
Рис. 15.13 
О 
О 
О 
x1 
x
2
 
x=x1+x2 
Собственные (затухающие) колебания 
Вынужденные колебания 
Результирующее движение 
t 
t 
t 
t* 
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С учетом этого коэффициент динамичности примет вид 
 
2222 4)1(
1
zz 


 , (15.36) 
где 
k
p
z   – коэффициент расстройки; 
 
k
n
  – коэффициент, характеризующий сопротивление среды. 
Зависимость Ав(р) называют амплитудно-частотной характеристикой 
(иногда амплитудно-частотной характеристикой в безразмерных величинах 
называют зависимость (z)). На рис. 15.14 построены кривые, каждая из ко-
торых представляет зависимость  от z при определенных значениях 
k
n
 . 
Опишем некоторые характерные 
точки кривых, приведенных на      
рис. 15.14. 
При z = 0 (p = 0)  = 1 





 
2ств k
h
AA при любых значе-
ниях коэффициента . 
При отсутствии сопротивления 
n = 0 коэффициент динамичности 
имеет разрыв при z = 1 (p = k). При 
наличии сопротивления (z = 1) коэф-
фициент динамичности (а следова-
тельно, и амплитуда вынужденных 
колебаний) имеет конечную величи-
ну. 
При 
2
2
  зависимость (z) имеет экстремум – максимальное зна-
чение. Максимальное значение достигается при значении коэффициента 
расстройки 221 z   ( 22 2nkp  ), что предлагается читателям 
проверить самостоятельно. 
Соответственно максимальные значения коэффициента динамично-
сти и амплитуды вынужденных колебаний  
 
2max 12
1



    и   
22max 2 nkn
h
A

 . 
Рис. 15.14 
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Значения коэффициента динамичности и амплитуды вынужденных 
колебаний при резонансе z = 1 (p = k) 
 


2
1
рез     и   nk
h
A
2рез
 . 
Таким образом, амплитуда вынужденных колебаний имеет макси-
мум не при p = k, а при меньшей частоте возмущающей силы 
22 2nkp  . Следует иметь в виду, что амплитуда Арез близка к макси-
мальному значению Aвmax. 
При значении коэффициента 
2
2
  максимума коэффициента ди-
намичности и амплитуды Ав не существует (рис. 15.14) – эти величины 
монотонно уменьшаются при увеличении z. 
Из графика (см. рис. 15.14) видно, что при расчете амплитуды Ав со-
противление следует учитывать, как бы мало оно не было, лишь в обла-
сти, близкой к резонансу (обычно в зоне 0,7 < z < 1,3 или 0,7k < p < 1,3k). 
При остальных значениях z сопротивление можно не учитывать, каким бы 
большим оно ни было. Следует считать амплитуду вынужденных колеба-
ний по формуле 
 
22в pk
h
A

 . 
Исследование фазы вынужденных колебаний 
Фаза вынужденных колебаний при наличии сопротивления (pt - ) 
сдвинута относительно фазы возмущающей силы на величину , опреде-
ляемую формулой 
22
2
tg
pk
np

 . Сдвиг фазы в безразмерных величинах 
определяется выражением 
 
21
2
tg
z
z



 . (15.37) 
Величина  зависит от z и . Поэтому , задаваясь определенным зна-
чением коэффициента , можно построить зависимость (z), называемую 
фазочастотной характеристикой (рис. 15.15). 
При отсутствии сопротивления  = 0 и tg = 0. В этом случае  = 0 
для вынужденных колебаний малой частоты (p < k) и  = ( = 180º) для 
вынужденных колебаний большой частоты (p > k). Если z = 1, то при лю-
бом значении коэффициента  


21
2
tg
z
z
 , т.е. 
2

  . 
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Для других значений коэффициента  фазочастотные характеристи-
ки показаны на рис. 15.15. 
В заключение отметим основные свойства вынужденных колебаний 
с учетом вязкого сопротивления: 
1) вынужденные колебания не зависят от начальных условий; 
2) вынужденные колебания при наличии сопротивления не затухают; 
3) влияние сопротивления на вынужденные колебания выражается в 
сдвиге фазы колебаний по отношению к фазе возмущающей силы 
и в уменьшении амплитуды колебаний по мере увеличения сопро-
тивления в области, близкой к резонансу; 
4) вынужденные колебания происходят с частотой возмущающей 
силы; 
5) амплитуда вынужденных колебаний постоянна как при p  k, так 
и при p = k (резонансе). 
Пример 15.2. Вертикальную пружину АВ (рис. 15.16) жесткости           
с = 392 Н/м растягивают из недеформированного состояния на 0 = 3 см, 
прикрепляют груз массой m = 2 кг и сообщают ему начальную скорость      
v0 = 7 м/с, направленную вертикально вниз. Определить уравнение движе-
ния груза, амплитуду и период колебаний, пренебрегая сопротивлением 
движению. 
Решение. Движение груза будет прямолинейным, координатную ось 
Ох направим вертикально вниз, взяв начало координат в равновесном 
(статическом) положении груза, где P = Fст = сст (рис. 15.17). 
Изобразим груз в произвольный момент времени ОМ = х и покажем 
действующие силы тяжести P = mg и упругости F = c = c(x + ст).  
Составим дифференциальное уравнение движения груза: 
 iXxm
 ,   ).λ( ст xcPFPxm
  
Рис. 15.15 
z 
ε,˚ 
0 
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Учитывая условие равновесия, имеем 
 
cxxm    или  0 x
m
c
x , 
где 196
2
3922  k
m
c
 и  k = 14 с
1
. 
Решение уравнения согласно (15.6) 
ktCktCx sincos 21  . 
Выпишем начальные условия:  
при t = 0   x0 = 0 - ст = 3 – 5 = -2 см;   7
x см/с. 
Тогда C1 = x0 = -2 см,  5,002  k
x
C

 см   и ttx 14sin5,014cos2  см. 
Амплитуда колебаний 
 06,25,02 2222
2
1  CCa
 см,  
период колебаний  45,0449,0
2

k
T

с. 
Запишем уравнение движения в амплитудной форме )sin(  ktax , 
где а = 2,06 см; k = 14 с-1; 36,1arctg
0
0  x
kx
 рад. 
Итак, если не учитывать сопротивление движению, то груз будет со-
вершать гармонические колебания )326,114sin(06,2  tx  см. 
  
Рис. 15.17 
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График движения груза показан на рис. 15.18. 
Пример 15.3. Считая в предыдущем примере, что на груз действует 
кроме сил тяжести и упругости еще сила сопротивления v

bR  , пропор-
циональная скорости груза (вязкое сопротивление), найти уравнение дви-
жения, условный период и декремент колебания. Принять, что 
м
сН8,4 b . 
Решение. Изобразим действующие на груз силы, сохранив коорди-
натную ось направленной вниз из положения равновесия (рис. 15.19). 
Считаем, что движение груза происходит в направлении оси Ох. 
Дифференциальное уравнение движения груза 
(материальной точки М):  
xxx FRPxm 
 ,    )( ст xcxbPxm
 . 
Учитывая условие равновесия и разделив урав-
нение на m, получим 0 x
m
c
x
m
b
x  . 
Введя рекомендуемые ранее обозначения: 
n
m
b
2 , 2k
m
c
 , найдем 
с
1
4,2
2
8,4
2 n ;
2
2
c
1
196
2
392
k  и 01964,2  xxx  . 
Поскольку в рассматриваемом примере n < k, 
то согласно (15.10) общее решение дифференци-
ального уравнения можно представить в виде 
 )sincos( 1211 tkCtkCex
nt   , 
где 221 nkk  c
1
95,132,1196 2  . 
Рис. 15.19 
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Подсчитаем условный период затухающих колебаний: 
 45,0
2,1196
222
222
1
1 





nkk
T с. 
Заметим, что в случае малого сопротивления среды, когда n2 << k2, 
можно считать Т1 ≈ Т, т.е. малое сопротивление практически не влияет на 
изменение периода свободных колебаний. 
Найдем произвольные постоянные интегрирования С1 и С2 при тех же 
начальных условиях: х(0) = -2 см, с
см
7)0( x . Для этого вычислим x (t): 
)cossin()sincos( 121111211 tkCtkCketkCtkCnex
ntnt   . 
Тогда при t = 0   С1 = -2;    7 = -1,2С1 + k1C2 и C2 = 0,328. Подставив эти 
значения постоянных в общее решение, получим уравнение движения груза 
 )95,13sin328,095,13cos2(2,1 ttex t   см.  
Приведем это уравнение  к амплитудной форме, приняв аsin = -2, 
acos = 0,328, откуда 03,2328,02 22 a см;  tg = -6,097 и                          
 = -1,408 рад. Итак, уравнение движения груза примет вид 
 )408,195,13sin(03,2 2,1   tex t см. 
Колебания будут затухающими. Декремент колебаний вычислим по 
формуле (15.12): 
 58,045,02,11   eeD nT . 
Следовательно, амплитуды колебаний убывают по закону геометри-
ческой прогрессии со знаменателем D = 0,58. График движения груза по-
казан на рис. 15.20. 
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Пример 15.4. Рассмотрим колебания груза в примере 15.3, если на 
него будет действовать возмущающая сила, изменяющаяся по гармониче-
скому закону QB = Hsinpt, где H – максимальное значение возмущающей 
силы H = 4 H, p – угловая частота ее c
рад
3p . Остальные силы и 
начальные условия остаются теми же. Найти уравнение движения груза, ам-
плитуду   вынужденных колебаний в резонансном случае. Построить графи-
ки собственных, чисто вынужденных колебаний и результирующего движе-
ния груза. 
 
Решение. Покажем силы, действующие на груз в произвольный мо-
мент времени (рис. 15.21): силу тяжести P = mg, силу упругости                      
F = c = c(ст + x), силу сопротивления R = bv, воз-
мущающую силу QB = Hsinpt. 
Составим дифференциальное уравнение движе-
ния груза 
  RFQPXxm Bk
 , 
или после подстановки данных 
 pthxkxnx sin2 2   , (15.38) 
где с
1
2,1
2

m
b
n , 
2
2
c
1
196
m
c
k ;  
22 с
см
200
с
м
2 
m
H
h . 
 
Общее решение уравнения (15.38)  x = x1 + x2, где 
)sincos( 12111 tkCtkCex
nt    – это общее решение однородного уравне-
ния, так как n < k и )sin(в2  ptAx  – частное решение (вынужденные                 
колебания). Величины Aв и  определяются формулами (15.32), (15.33). Вы-
числим их. 
Амплитуда вынужденных колебаний 
826,1
)32,12()9196(
200
)2()( 2222222





nppk
h
AB
 
см. 
Рис. 15.21 
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Сдвиг фазы вынужденного колебания  
208,0
9196
32,12
arctg
2
arctg 222 







pk
np
рад. 
Итак, )208,03sin(826,12  tx  см. 
Общее решение уравнения (2.38) принимает вид 
)208,03sin(826,1)95,13sin95,13cos( 21
2,1   ttCtCex t  , 
или в амплитудной форме 
)208,03sin(826,1)95,13sin(2,1   ttAex t  , 
где С1, С2 или А,  определяются по начальным условиям:  
при t = 0     x0 = -2 см,     с
см
7x . 
Уравнения для определения С1 и С2: 
)208,0sin(826,12 1  С ; 
)208,0cos(3826,195,132,17 21  CC , 
откуда     С1 = –1,623  и  С2 = –0,845. 
Следовательно, закон движения груза будет следующим: 
)208,03sin(826,1)95,13sin845,095,13cos623,1(2,1   tttex t   
или, полагая 623,1sin1  AC   и  845,0cos2  AC , находим  
 83,1
2
2
2
1  CCA  см  и  9207,1tg  . 
Поскольку sin и cos имеют отрицательные знаки, то угол  дол-
жен быть в третьей четверти и тогда 2324,49207,1arctg    рад. 
Уравнение движения в амплитудной форме имеет вид 
 )208,03sin(826,1)232,495,13sin(83,1 2,1   ttex t  см. (2.39) 
Первое слагаемое х1 при t∞ стремится к нулю из-за наличия мно-
жителя te 2,1 , а второе слагаемое х2 является гармоническим колебанием, 
происходящим с постоянной амплитудой. Следовательно, через некото-
рый промежуток времени у груза установятся колебания 
 )208,03sin(826,12  txx   см. 
График движения груза (собственные колебания, чисто вынужден-
ные колебания, результирующее движение) показан на рис. 15.22. 
В случае резонанса, когда kp  , амплитуда вынужденных колеба-
ний примет значение 95,5
2рез

nk
h
А
 
см. 
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Рис. 15.22 
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Вопросы для самопроверки 
1. Какие силы приложены к материальной точке, если точка совершает 
свободные, вынужденные колебания? 
2. Как записывается дифференциальное уравнение свободных колебаний 
материальной точки? 
3. От каких факторов зависят частота, период, амплитуда, начальная фаза 
свободных колебаний точки в среде без сопротивления? 
4. Каков график движения точки в среде с линейным сопротивлением в 
случае малого сопротивления, большого (или критического) сопротив-
ления? 
5. Как записывается дифференциальное уравнение вынужденных колеба-
ний точки в среде без сопротивления, в среде с линейным сопротивле-
нием? 
6. Как записывается уравнение вынужденных колебаний (не зависящих 
от начальных условий) в среде без сопротивления (в том числе при ре-
зонансе), в среде с линейным сопротивлением? 
7. Из каких составляющих движений складывается результирующее 
движение точки, находящейся под действием восстанавливающей и 
возмущающей сил? 
8. Какой будет амплитуда вынужденных колебаний при резонансе в сре-
де с линейным сопротивлением? 
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Глава 16. Введение в динамику механической системы. 
Теорема о движении центра масс 
Механической системой называют мысленно выделенную совокуп-
ность материальных точек или тел, определенным образом взаимодей-
ствующих между собой. Движение каждой точки, входящей в систему, за-
висит от движения других точек системы. Материальное тело – твердое, 
упругое, жидкое, газообразное, любая машина, любое сооружение – в ди-
намике рассматривается как механическая система. 
Различают механические системы неизменяемые и изменяемые. В 
неизменяемой системе расстояния между точками остаются неизменными, 
примером такой системы является абсолютно твердое тело. 
В изменяемой системе расстояния между точками изменяются, та-
кими системами являются упругие, жидкие, газообразные тела, механиз-
мы и т.п. 
В динамике часто приходится рассматривать механические системы, 
состоящие из абсолютно твердых тел, соединенных неупругими (неде-
формируемыми) связями. Такие механические системы по своим свой-
ствам относятся к классу неизменяемых систем. 
16.1. Центр масс системы 
Рассмотрим систему n материальных точек M1, M2, …, Mn, массы ко-
торых равны m1, m2, …, mn и положение которых определяется радиусами-
векторами nrrr
 ,,, 21  (рис. 16.1). 
Масса системы равна сумме 
масс всех точек или тел, образую-
щих систему: 
 M = Σms. (16.1) 
Центром масс механической си-
стемы называется геометриче-
ская точка С, радиус-вектор ко-
торой определяется формулой 
 
M
rm
r ssc


, (16.2) 
где М – масса всей системы. 
Координаты центра масс системы 
выводятся путем проецирования 
обеих частей равенства (16.2) на 
оси координат: 
Рис. 16.1 
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M
xm
x ssc
 ;    
M
ym
y ssc
 ;    
M
zm
z ssc
 . (16.3) 
Положим, система является твердым телом, находящимся вблизи 
Земли и имеющим малые размеры по сравнению с ней. 
Умножим числитель и знаменатель в формулах (16.2) и (16.3) на 
ускорение свободного падения g и подставим вместо Mg вес тела P, а вме-
сто msg вес s-й точки ps. Тогда эти формулы перейдут в формулы для ра-
диуса-вектора и координат центра тяжести тела. Следовательно, центр 
тяжести тела совпадает с центром масс его. 
Однако понятие центра масс шире понятия центра тяжести. О центре 
тяжести можно говорить только тогда, когда размеры тела малы по срав-
нению с Землей и оно находится в поле тяготения Земли. О центре масс 
можно говорить применительно к любой системе, точки которой находят-
ся под действием произвольных сил. Обратим внимание на то, что центр 
масс системы есть, как и центр тяжести, геометрическая точка, которая 
может и не совпадать с какой-либо точкой системы. 
Перепишем формулу (16.2) в виде  ssc rmrM

 и продифференци-
руем обе части ее по времени 
 
ssc rmrM . Тогда 
  ssmM vvc

, (16.4) 
где 

cc rv  – скорость центра масс системы; 
 ss r

v  – скорость любой ее точки. 
Если продифференцировать обе части формулы (16.4) по времени, то 
получим 
  ssc amaM

, (16.5) 
где 

cca v  – ускорение центра масс системы; 
 ssa

v  – ускорение любой ее точки. 
16.2. Внешние и внутренние силы. Свойства внутренних сил 
Рассмотрим механическую систему, состоящую из n точек, и пока-
жем силы, действующие на рассматриваемую точку Ms (s = 1, 2, …, n) 
(рис. 16.2). 
При изучении движения системы все силы удобно делить на внеш-
ние и внутренние. 
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Внутренними силами называются 
силы взаимодействия точек данной систе-
мы. Равнодействующую внутренних сил, 
действующих на рассматриваемую точку 
Ms (рис. 16.2), обозначим 
i
sF

. Здесь  i – 
начальная буква латинского слова            
internus – внутренний. 
Внешними силами называются силы, 
с которыми тела, не принадлежащие си-
стеме, действуют на точки рассматривае-
мой системы. Равнодействующую внеш-
них сил, приложенных к рассматриваемой 
точке Ms (рис. 16.2), обозначим 
e
sF

. Здесь 
е – начальная буква латинского слова externus – внешний. 
Разделение сил на внешние и внутренние является условным. Оно 
зависит от выбора механической системы. Рассмотрим велосипедиста, 
едущего на велосипеде (рис. 16.3,а). Если в систему включить и велосипе-
диста, и велосипед, то внешними силами будут силы тяжести 21, PP

, реак-
ции опорной поверхности 2211 ,,, FNFN

. Силы взаимодействия между ру-
ками и рулем, ногами и педалями, велосипедистом и седлом в этом случае 
относятся к разряду внутренних сил. 
Если в качестве системы рассматривать только велосипедиста, то ре-
акции руля, педалей, седла перейдут в разряд внешних сил, к которым 
также относится сила тяжести велосипедиста (рис 16.3,б). 
Итак, в динамике все силы делятся двояко: 1) на активные и реакции 
связей; 2) внешние и внутренние. 
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Не следует смешивать эти виды разделения сил. Нужно помнить, что 
разделение сил на внешние и внутренние условно и зависит от того, какая 
механическая система изучается в задаче. Внешние и внутренние силы 
могут быть и активными, и реакциями связей. 
Свойства внутренних сил 
Для того чтобы установить свойства внутренних сил, рассмотрим 
пару взаимодействующих точек М1 и М2 и покажем внутренние силы 
ii FF 21 и

, действующие на эти точки (рис. 16.4). 
По третьему закону Ньютона эти си-
лы равны и направлены по одной прямой в 
противоположные стороны: ii FF 21

 , по-
этому сумма внутренних сил, действую-
щих на точки М1 и М2, равна нулю. 
Поскольку механическая система со-
стоит из пар взаимодействующих точек, то 
сумма внутренних сил, приложенных ко 
всем точкам (главный вектор), равна нулю. 
Моменты сил ii FF 21 и

 (геометриче-
ские и алгебраические) относительно лю-
бого центра также равны по величине и отличаются только по направле-
нию или знаку. Поэтому сумма моментов внутренних сил относительно 
любого центра (главный момент) также равна нулю. 
Итак, внутренние силы обладают следующими свойствами:  
1) главный вектор внутренних сил равен нулю: 
 0 is
i FR

; (16.6) 
2) главный момент внутренних сил относительно любого центра ра-
вен нулю: 
 0)(00 
i
s
i FmM

. (16.7) 
16.3. Основное уравнение динамики точек системы 
Рассмотрим движущуюся механическую систему, состоящую из n 
точек. Выделим точку системы Ms (s = 1, 2, …, n) и покажем силы, дей-
ствующие на нее (рис. 16.5). Здесь is
e
s FF

и  – равнодействующие внешних 
и внутренних сил, действующих на точку. Основное уравнение динамики 
выделенной точки: 
 is
e
sss FFam

       (s = 1, 2, …, n). (16.8) 
Рис. 16.4  
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Таким образом, движение механиче-
ской системы описывается совокупностью 
n векторных уравнений. Отметим, что 
внешние силы, действующие на рассматри-
ваемую точку, могут зависеть от времени, 
координат и скорости не только данной 
точки, но в общем случае от времени, коор-
динат и скоростей всех точек системы. 
Внутренние силы, входящие в (16.8), зара-
нее не известны. 
Проецируя (16.8) на декартовы оси 
координат, получим систему 3n дифферен-
циальных уравнений второго порядка: 
 













).,,2,1(
,
,
,
ns
ZZzm
YYym
XXxm
i
s
e
sss
i
s
e
sss
i
s
e
sss




 (16.9) 
Эти 3n уравнений называются дифференциальными уравнениями 
движения точек системы в декартовых координатах. 
При анализе второй задачи динамики для материальной точки было 
отмечено, что точное аналитическое решение системы трех дифференци-
альных уравнений возможно лишь в простейших случаях. 
Еще более осложняется решение второй задачи динамики для меха-
нической системы. Здесь интегрирование системы 3n дифференциальных 
уравнений движения (16.9) практически не осуществимо (даже при задан-
ных простых законах изменения внутренних сил). 
Использование современных программных продуктов (например, 
Matematicka 07) расширяет возможности получения численного решения, 
но при этом очень важным остается анализ физических основ рассматри-
ваемых процессов. 
Основная роль дифференциальных уравнений движения точек меха-
нической системы состоит в том, что они, или следствия из них, являются 
исходными для получения соответствующих общих теорем динамики, ко-
торые, в свою очередь, используются для анализа движения механической 
системы. 
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16.4. Теорема о движении центра масс механической           
системы. Закон сохранения движения центра масс 
В ряде случаев для определения характера движения системы (осо-
бенно твердого тела) достаточно знать закон движения центра масс. 
Прежде чем сформулировать теорему о движении центра масс, 
вспомним, что движение материальной точки описывается с помощью ос-
новного уравнения динамики  sFam

. 
Теорема. Центр масс механической системы движется как мате-
риальная точка с массой, равной массе всей системы, к которой прило-
жены все внешние силы, действующие на систему: 
  esc FaM

 (16.10) 
Доказательство. Рассмотрим движущуюся механическую систему, 
состоящую из n точек. Выделим точку системы Ms (s = 1, 2, …, n) и пока-
жем равнодействующие внешних esF

 и внутренних сил isF

, действующих 
на точку (рис. 16.5). 
Основное уравнение динамики для каждой точки системы Ms имеет 
вид 
 is
e
sss FFam

      (s = 1, 2, …, n). 
Суммируя эти уравнения для всех точек системы, получим 
    is
e
sss FFam

. 
Левая часть полученного выражения, с учетом (16.5), записывается в 
виде  
  ssc amaM

, 
где М – масса всей системы; 
 ca

 – ускорение центра масс. 
В правой части сумма внешних сил – главный вектор внешних сил 
 es
e FR

. Сумма внутренних сил – главный вектор внутренних сил
  0is
i RR

, который по свойству внутренних сил равен нулю. 
Окончательно получим  esc FaM

. Теорема доказана. 
Проецируя обе части равенства (16.10) на координатные оси инерци-
альной системы, получаем дифференциальные уравнения движения цен-
тра масс системы: 
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 (16.11) 
Из уравнений (16.10) и (16.11) видно, что внутренние силы не входят 
в эти уравнения и не влияют непосредственно на движение центра масс 
системы. Только внешние силы оказывают влияние на движение центра 
масс. Однако при определенных условиях внутренние силы способны из-
менить внешние силы, и тогда они, через посредство опять-таки внешних 
сил, влияют на движение центра масс. 
Замечания. 1. Используя уравнение (16.11), можно сформулировать 
и решить первую и вторую задачи динамики для центра масс. 
2. Поступательное движение тела полностью определяется движени-
ем центра масс. Поэтому уравнения (16.11) можно считать дифференци-
альными уравнениями поступательного движения твердого тела. 
Законы сохранения движения центра масс 
1. Если главный вектор внешних сил, действующих на систему, во 
все время движения равен нулю, то центр масс системы движется равно-
мерно и прямолинейно или же остается в покое. 
Действительно, если 0eR

, то 0vv cc

  (равномерное и прямоли-
нейное движение) или 0cc rr

  (покой). 
2. Если проекция главного вектора внешних сил, действующих на 
систему, на какую-либо ось во все время движения равна нулю, то центр 
масс вдоль этой оси движется равномерно или не перемещается вдоль нее. 
Пусть проекция главного вектора на ось х, например, все время рав-
на нулю ( 0exR ), тогда 

0cc xx   (равномерное движение) или хс = хс0 (от-
сутствие перемещения вдоль оси х). 
При решении задач закон сохранения движения центра масс удобно 
записывать в перемещениях: 
 m1Δx1 + m2Δx2 + … + mnΔxn = 0, (16.12) 
где m1, m2, …, mn – массы точек или тел; 
 Δx1, Δx2, …,Δxn – абсолютные перемещения точек и тел (абсолютные 
перемещения точек приложения сил тяжести). 
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Примеры, иллюстрирующие теорему о движении центра масс, пред-
ставленны ниже. 
Пример 16.1. Движение автомобиля по горизонтальному пути          
(рис. 16.6). Пусть цифрой 1 обозначены ведущие, а цифрой 2 – ведомые 
колеса автомобиля. Установим, под действием каких сил происходит го-
ризонтальное перемещение центра тяжести автомобиля. Давление газа в 
двигателе внутреннего сгорания, момент 
со стороны двигателя, приложенный к ве-
дущим колесам, относятся к внутренним 
силам и не могут вызвать изменение по-
ложения центра масс. На рис. 16.6 показа-
ны внешние силы: сила тяжести P

, сопро-
тивление воздуха R

 и реакции поверхно-
сти, раскладываемые на нормальную и ка-
сательную (сила трения) составляющие. 
При направлении момента со стороны двигателя, приложенного к веду-
щим колесам против часовой стрелки, сила трения 1F

 направлена в сторо-
ну, противоположную возможному скольжению, – в данном случае влево 
в сторону движения автомобиля. При стремлении ведомых колес двигать-
ся поступательно скорости точек касания были бы направлены влево и си-
ла трения 2F

 будет направлена в противоположную сторону движения. 
Если при работе двигателя не возникает силы F1, т.е. трение между веду-
щими колесами и землей отсутствует или мало, то автомобиль не будет 
двигаться, колеса при этом буксуют. 
Пример 16.2. Ходьба человека. Если человек начинает идти по гори-
зонтальной плоскости, то перемещение его центра тяжести в горизонталь-
ном направлении происходит под действием сил трения между подошва-
ми его обуви и плоскостью (рис. 16.7). Эти силы всегда направлены в сто-
рону движения человека и являются по отношению к нему внешними. 
Они возникают при соответствующем сокращении 
мускулов человека. Это создает иллюзию того, что 
движущими силами являются мускульные усилия, т.е. 
внутренние силы. В данном случае внутренние силы 
способны вызвать изменение внешних сил, которые 
влияют на движение центра масс. Если бы трение от-
сутствовало, то есть плоскость была бы гладкой, то за 
счет внешних сил – силы тяжести P

 и нормальных 
реакций 21 и NN

 – центр тяжести человека не смог бы 
перемещаться в горизонтальном направлении. 
Рис. 16.6  
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Пример 16.3. Действие пары на свободное твердое тело. 
Рассмотрим движение свободного твердого тела 
под действием пары сил (рис 16.8). Пусть на тело, 
центр тяжести которого С неподвижен, никаких вне-
шних сил, кроме пары  ee FF 21 ,

, не действует. Главный 
вектор пары сил равен нулю, поэтому центр тяжести 
тела будет оставаться неподвижным. Следовательно, 
как бы пара сил не была расположена, тело будет под 
ее действием вращаться вокруг центра тяжести. 
Решение задач при помощи теоремы о движении центра масс рас-
смотрим ниже. 
Пример 16.4. Человек, масса которого m2, стоит на корме лодки, масса 
которой m1 и длина l. В начальный момент времени лодка находится в по-
кое. Пренебрегая сопротивлением воды, определить расстояние s, на которое 
переместится лодка, если человек перейдет на нос лодки (рис. 16.9). 
Решение 
1. В качестве системы, движе-
ние которой рассматриваем, выбе-
рем лодку и человека. Изобразим 
систему в произвольный момент 
времени (рис. 16.9,в). Оси координат 
выберем так, как показано на рисун-
ке, направив ось х в сторону движе-
ния человека. 
2. Внешними силами, дей-
ствующими на систему, будут силы 
тяжести лодки 1P

, человека 2P

 и 
равнодействующая N

 распределен-
ной реакции поверхности воды. 
3. Запишем теорему о движе-
нии центра масс 
 NPPaM c

 21 . 
Проецируя выведенное урав-
нение на ось х, получим 0

cxM . 
При заданных начальных условиях t = 0, 0

сx , xc = xc0, получим                    
xc = const – закон сохранения движения центра масс. Центр масс вдоль оси 
х не перемещается. 
  
Рис. 16.8  
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а. Проверим, что при движении человека вправо лодка будет пере-
мещаться  в противоположную сторону – влево (рис. 16.9,а,б). 
Запишем выражение абциссы центра масс: 
 .2211
M
xmxm
xc

  
Поскольку при движении человека вправо координата х2 увеличива-
ется, а координата хс остается постоянной, то координата х1 должна убы-
вать, т. е. лодка действительно будет двигаться влево. 
б. Запишем закон сохранения движения центра масс в перемещениях:  
 m1Δx1 + m2Δx2 = 0, (*) 
где Δx1, Δx2 – абсолютные перемещения лодки и человека. 
Обратим внимание, что человек участвует одновременно в двух 
движениях – он движется относительно лодки (относительное движение) 
и перемещается вместе с ней (переносное движение). Тогда имеем 
 Δх1= –s; 
 lsxxx re  222 . 
Величина Δх1 взята со знаком минус, т. к. перемещение лодки проис-
ходит в сторону, противоположную оси х. 
Подставляя величины Δx1 и Δх2 в уравнение (*), получим 
 -sm1 + m2(-s + l) = 0, 
откуда l
mm
m
s
21
2

 . 
4. Исследуем полученное решение. 
Пусть m1 >> m2 – масса лодки много больше массы человека, тогда             
s ≈ 0. 
Пусть m1 << m2 – масса лодки много меньше массы человека, тогда     
s≈l, т. е. перемещение легкой лодки приблизительно равно ее длине. 
В реальных условиях перемещение лодки заключено в пределах               
0 < s < l. 
Пример 16.5. Маятник состоит из ползуна 1, находящегося на глад-
кой горизонтальной плоскости, шарика 2, соединенного с ползуном 
стержнем АВ, который может вращаться вокруг оси А, связанной с ползу-
ном. Стержень приводят в горизонтальное положение и отпускают без 
начальной скорости (рис. 16.10,а). Считая известными массы m1, m2 и 
длину невесомого стержня AB = l, исследовать движение центра масс си-
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стемы, найти траекторию движения шарика и определить реакцию опор-
ной поверхности при вертикальном положении стержня. 
 
Решение 
1. Определим положение центра масс маятника по формуле (16.3), 
отсчитывая координаты х от точки А (рис. 16.10,а). 
l
M
m
mm
lmm
xAC c
2
21
21 0 


 . 
Изобразим произвольное положе-
ние маятника и покажем действу-
ющие внешние силы: силы тяже-
сти 21 и PP

, нормальную реакцию 
N

 (рис. 16.10,б). 
По теореме о движении цен-
тра масс 
 NPPaM c

 21 . 
Дифференциальные уравне-
ния движения центра масс: 
 0cxM ; 
 NPPyM c  21

. 
Интегрируя первое уравнение, получаем 1Cxc 

 и xc = C1t + C2. Так 
как движение началось без начальной скорости, то 0)0( cx

 и xc = C2, 
центр масс по оси х не перемещается. Выберем начало координат в 
начальном положении точкиС, тогда хс = 0. 
Следовательно, центр масс движется прямолинейно, по оси у, при-
чем ус = ОС = АСsinφ, sin2 l
M
m
yc  . 
2. Перейдем к определению траектории шарика В. Из рис. 16.10,б 
видим, что xB = BСcosφ,      yB = ABsinφ, но  
 
l
M
m
M
mmm
l
M
m
lAClBC 12212 )1( 

 .
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Следовательно,   coscos1 a
M
lm
xB  ; 
  sinsin blyB  , 
откуда, исключая φ, получаем 
 1
2
2
2
2

b
y
a
x BB . 
Точка В (шарик) движется по дуге эллипса с полуосями: малая полу-
ось l
mm
m
a
21
1

 , большая полуось b = l. Поэтому такой маятник называют 
эллиптическим маятником. 
3. Нормальную реакцию N найдем из второго дифференциального 
уравнения  
 

cyMPN  , 
где P = P1 + P2. 
Но  222211 ymymymyM c  , т.к. у1 = const = 0. 
В рассматриваемом примере y2 = yB = lsinφ. 
Дифференцируя дважды у2 по времени, имеем  
  cos2

ly  ,  
 )sincos()sincos( 222   lly

,  
где ω и ε – угловая скорость и угловое ускорение стержня. 
Для произвольного положения маятника реакция N определяется 
формулой  
 N = P –m2l(εcosφ – ω
2sinφ) 
и при вертикальном положении, когда φ = 90˚, ω = ω1, 
 212 lmPN  . 
Угловую скорость ω1 можно найти с помощью некоторых других за-
конов динамики, которые будут рассмотрены в следующих главах. Напри-
мер, можно использовать закон сохранения механической энергии, т. к. в 
рассматриваемом примере сопротивлением движению пренебрегалось. 
Пример 16.6. Электрический мотор 1 массой m1 установлен без 
креплений на гладком горизонтальном фундаменте (рис. 16.11); на валу 
мотора  закреплен однородный стержень 2 массой m2 и длиной 2l, несу-
щий на конце точечный груз 3 массой m3. Вал вращается равномерно с уг-
ловой скоростью ω. В начальный момент времени мотор неподвижен и 
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стержень в горизонтальном положении. Определить: 1) уравнение движе-
ния мотора, пренебрегая трением; 2) давление мотора на фундамент; 
3) угловую скорость вала, при которой мотор будет подпрыгивать над 
фундаментом. 
Решение. 1. Рассмотрим движение механической системы (мотор, 
стержень, груз) в системе отсчета, связанной с фундаментом. Ось Оу про-
ведем через центр мотора (точку С1) в его начальном положении                  
(рис. 16.11,а). 
Изобразим систему в произвольный момент времени. Ее положение 
задается координатой х1 центра мотора и углом φ стержня с горизонтом             
(рис. 16.11,б). 
2. Внешними силами для системы являются силы тяжести 321 ,, PPP

 и 
N

 – суммарная реакция опоры (гладкой поверхности). Обозначим сум-
марную силу тяжести P = P1 + P2 + P3, причем P = (m1 + m2 +m3)g = Mg, где 
M – масса системы. 
3. По теореме о движении центра масс ec RaM

 , записанной в про-
екциях на оси координат, имеем 
 

0cxM , 
  PNyM c  . 
Интегрируя первое уравнение, получим 1Cxc 
 , xc = C1t + C2. 
Из определения центра масс системы )(
1
332211 xmxmxmM
xc   и 
при t = 0 x1 = 0,  x2 = l, x3 = 2l (рис. 16.11,а). Следовательно, 
Рис. 16.11 
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)2()0( 32 mmM
l
xc  . Проекция скорости центра масс на ось Ox
)(
1
332211
 xmxmxm
M
xc   и при t = 0 01 

x , т. к. мотор был неподви-
жен; 0)0( 32 

xx , т. к. скорости точек стержня и груза вертикальны. Сле-
довательно, 0)( 1 Ctxc

 и xc(t) = C2 = xc(0). Таким образом, центр масс 
системы вдоль оси х не перемещается, а движется прямолинейно по вер-
тикальной прямой, параллельной оси Оу. Уравнение движения мотора по-
лучим из соотношения 
 xc(t) = xc(0);     )2()(
1
32332211 mmM
l
xmxmxm
M
 , 
где x2 = lcosφ + x1;   x3 = 2lcosφ + x1, 
откуда )cos1)(2( 321  mmM
l
x , причем φ = ωt. 
Мотор совершает гармонические колебания с амплитудой 
)2( 32 mmM
l
A   и периодом 

2
T . 
4. Давление мотора на фундамент по величине равно реакции N 
опорной поверхности, которую найдем из второго дифференциального 
уравнения движения центра масс системы 
 

cyMPN  . 
Вычислим координату ус центра масс системы: 
 )(
1
332211 ymymymM
yc  , 
где y1 = const,   y2 = y1+lsinφ,  y3 = y1 + 2lsinφ   (рис. 16.11,б). 
Подставляя у1, у2, у3 в формулу для ус, получаем 
sin
)2( 32
1 M
mml
yyc

 , 
где  φ = ωt. 
Дифференцируя дважды по времени, получаем  sin2Ayc 

, где 
)2( 32 mmM
l
A  . Величина реакции поверхности N определяется из 
формулы, записанной выше: 
 N = P – lω2(m2 + 2m3)sinφ. 
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Давление мотора на фундамент меняется в процессе движения и за-
висит от угла φ, причем Nmin  <N < Nmax. Максимальное давление Nmax = P + 
+ lω2(m2 + 2m3)  будет при sinφ = -1, т. е. при 270
2
3
  . 
Минимальное давление будет при sinφ = 1, когда 90
2


 , и        
Nmin = P–lω
2(m2 + 2m3). 
5. Давление на фундамент, как и реакция N, зависит от угловой ско-
рости вала (ротора). При некоторых значениях ω минимальное давление 
может быть равным нулю. В этом случае мотор не будет давить на опору 
и начнет подпрыгивать. Очевидно это будет при Nmin ≤ 0, когда угловая 
скорость имеет значение 
*
)2( 32
 


mml
Mg
. 
Пример 16.7. По условиям примера 16.7 вычислить горизонтальную 
и вертикальную реакции связей, если мотор закрепить на фундаменте бол-
тами. Найти их максимальные значения. 
Решение. 1. Рассмотрим систему: мотор 1, стержень 2, груз 3 и 
изобразим ее в произвольный момент времени (рис. 16.12). Оси координат 
свяжем с неподвижным мотором. 
2. Покажем внешние силы: Р1, 
Р2, Р3 – силы тяжести, Rx, Ry – суммар-
ные горизонтальная и вертикальная 
составляющие реакций болтов и опор-
ной поверхности. 
3. Дифференциальные уравнения 
движения центра масс системы: 
xc RxM 

, 
PRyM yc 

, 
где M = m1 + m2 + m3; P = Mg. Центр 
масс системы был вычислен в преды-
дущем примере: он расположен на 
стержне между точками приложения сил Р1 и Р3 и расстояние 
)2( 32 mmM
l
OC  . 
Рис. 16.12  
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При вращении вала центр масс будет двигаться по окружности ради-
усом rc = OC, и его координаты xc = rccosφ;  yc = rcsinφ, где φ = ωt. Вычис-
лим вторые производные от хс, ус по времени: 
  cos2rxc 

,    sin2ryc 

. 
Подставим эти значения проекций ускорения центра масс в диффе-
ренциальные уравнения и найдем реакции Rx и Ry: 
 Rx = –Mrcω
2cosφ, Ry = P–Mrcω
2sinφ, 
или после подстановки выражения для rc: 
 Rx = –lω
2(m2+2m3)cosφ,   Ry = P–lω
2(m2+2m3)sinφ. 
Максимальное значение горизонтальной реакции по модулю           
|Rx| = lω
2(m2 + 2m3) достигается при cosφ = ±1, т. е. при горизонтальном 
положении стержня. 
Вертикальная реакция Ry остается такой же, как при установке мото-
ра на гладкий фундамент (см. пример 16.6), причем при ω ≥ ω* мотор 
подпрыгивать не будет, а действует на головки болтов, стремясь их вы-
дернуть. Следует обратить внимание на то, что реакции при движении (в 
динамике) имеют, как правило, две составляющие: статическую и дина-
мическую. Динамическая составляющая зависит от движения (скоростей, 
ускорений). В нашем примере определяется угловой скоростью вала. Ста-
тическая составляющая реакции – от действия задаваемых сил при покое, 
в нашем примере – от сил тяжести. 
16.5. Момент инерции тела относительно оси. Радиус инерции 
Положение центра масс не полностью характеризует распределение 
масс системы. Поэтому в механике вводится еще одна характеристика 
распределения масс в твердом теле – момент инерции. Моментом инерции 
тела относительно данной оси Oz (или осевым моментом инерции) назы-
вается скалярная величина, равная сумме произведений масс всех точек 
тела на квадраты их расстояний до этой оси: 
  2ssz hmJ . (16.13) 
Из определения следует, что момент инерции тела относительно лю-
бой оси является величиной положительной и не равной нулю.  
В дальнейшем будет показано, что осевой момент инерции играет 
при вращательном движении тела такую же роль, какую масса при посту-
пательном, т.е. осевой момент инерции является мерой инертности тела 
при вращательном движении. 
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Согласно формуле (16.13) для одной материальной точки, находящей-
ся на расстоянии h от оси Oz, момент инерции  Jz = mh
2, а момент инерции 
тела равен сумме моментов инерции всех его частей относительно той же 
оси. Единицей измерения момента инерции будет 1 кг·м2. 
Часто при определении момента инерции тела (особенно тела непра-
вильной формы) пользуются понятием радиуса инерции тела относитель-
но оси. Радиус инерции тела относительно оси определяет величину, рав-
ную расстоянию от данной оси такой точки, в которой нужно сосредото-
чить массу всего тела, чтобы момент инерции точечной массы был равен 
моменту инерции тела относительно оси. Обозначим радиус инерции от-
носительно оси z через ρz, тогда 
 2zz MJ  ,    M
J z
z  , (16.14) 
где М – масса тела. 
В случае сплошного тела, разбивая его на элементарные части, 
найдем, что в пределе сумма, стоящая в равенстве (16.13), обратится в ин-
теграл. Учитывая, что  
 dm = ρdV, 
где ρ – плотность; V – объем,  
получим  
)(
2
V
z dmhJ ,  или  
)(
2
V
z dVhJ  . (16.15) 
Интегрирование в данном случае выполняется по всему объему тела, 
а плотность ρ и расстояние h в общем случае зависят от координат точек 
тела. Формулой (16.15) воспользуемся при вычислении моментов инерции 
однородных тел правильной геометрической формы. При этом плотность 
ρ будет постоянной и может быть вынесена из под знака интеграла. 
 
Моменты инерции тела относительно параллельных осей.        
Теорема Гюйгенса1 
Моменты инерции данного тела относительно разных осей будут 
разными. Гюйгенс впервые установил связь между моментами инерции 
тела относительно двух параллельных осей, одна из которых проходит че-
рез центр тяжести тела. Проведем через центр масс С тела произвольные 
                                               
1 Христиан Гюйгенс (1629-1695) – выдающийся голландский ученый, механик, физик, астро-
ном. Изобрел первые маятниковые часы, изучил колебания физического маятника, ввел по-
нятие о моменте инерции тела. 
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оси Сxyz, а через любую точку О на оси Сх – ось Ou, так что Ou||Cz                    
(рис. 16.13). Имеет место теорема: момент инерции тела относительно 
какой-либо оси равен моменту инерции тела относительно параллельной 
оси, проходящей через центр тяжести, 
сложенному с произведением массы тела 
на квадрат расстояния между осями: 
Ju = Jcz + Md
 2. (16.16) 
Теорема была рассмотрена в курсе 
физики, ее доказательство основано на не-
сложных геометрических рассуждениях и 
может быть опущено. 
Формула для вычисления момента 
инерции Ju показывает, что из всех мо-
ментов инерции относительно параллель-
ных осей наименьшим является момент 
инерции относительно оси, проходящей через центр тяжести тела, Jcz  < Ju. 
 
Примеры вычисления моментов инерции некоторых                 
однородных тел 
1. Однородный тонкий стержень. Дан стержень массой М и дли-  
ной l. Вычислить момент инерции стержня относительно оси z, перпенди-
кулярной стержню и проходящей через его конец (рис. 16.14). 
Выберем оси координат, как показано на рисунке. Выделим элемент 
стержня длиной dx, масса которого 
dm = ρdx, где ρ – масса единицы 
длины, ρ = М/l. 
Используя формулу (16.15), 
запишем момент инерции стержня 
относительно оси Oz: 
3
2
0
2
0
2 Mldxx
l
M
dxxJ
ll
z    . 
Итак, момент инерции стерж-
ня относительно оси Oz, проходящей через конец: 
 .
3
2Ml
J z   (16.17) 
x 
y 
z 
u 
d 
C 
O 
Рис. 16.13 
x 
z 
l 
dx x 
Рис. 16.14 
О 
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Вычислим момент инерции стержня относительно оси Cz, проходя-
щей через центр тяжести (центральной оси), воспользовавшись теоремой 
Гюйгенса (рис 16.15).  
Имеем: 
4
2l
MJJ czu  ;    43
22 Ml
J
Ml
Cz  . 
Отсюда 
12
2Ml
JCz  . (16.18) 
 
 
Радиусы инерции стержня: 
относительно оси Au  l
l
M
Ju
u 58,03
 ; 
относительно оси Cz  l
l
M
J z
z 29,012
 . 
2. Круглый однородный диск или цилиндр 
Вычислим момент инерции диска относительно оси z, перпендику-
лярной его плоскости – Jz, если известны масса диска М и его радиус R 
(рис. 16.16,а). 
Выделим элементарное кольцо радиусом r и шириной dr (рис. 
16.16,б). 
Площадь этого кольца dS = 2πrdr, а масса dm = ρ2πrdr, где 
2R
M

   – 
масса единицы площади круга. Тогда с использованием (16.15) момент 
инерции диска относительно оси Cz: 
z 
l/2 
u 
Рис. 16.15 
C 
l/2 
A B 
C 
z 
R 
 
C 
z 
r 
dr 
  
C 
R 
z u 
Рис. 16.16  
a б в 
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2
2
2
0
22 MRrdrrdSrJ
R
z    . 
Итак, момент инерции диска относительно оси, проходящей через 
центр масс: 
 
2
2MR
J z  . (16.19) 
Радиус инерции диска: R
R
M
J z
z 71,02
 . 
Формула (16.19) получится, очевидно, и для момента инерции Jz од-
нородного круглого цилиндра относительно его оси Сz (рис. 16.16,в),                 
Jz = MR
2/2, где М – масса цилиндра. По формуле Гюйгенса момент инер-
ции относительно оси u можно представить в виде 
 22
2
3
MRMRJJ Czu  . 
3. Тонкое круглое кольцо (рис. 16.17) 
Найдем момент инерции кольца массой М и 
радиусом R относительно оси Cz, перпендикуляр-
ной плоскости кольца и проходящей через центр 
тяжести. Так как все точки кольца находятся от 
оси Cz на расстоянии hs = R, то, используя фор-
мулу (16.13), получаем 
  2222 MRmRRmhmJ ssssz . 
Следовательно, момент инерции кольца 
 
2MRJ z  . (16.20) 
Интересно отметить, что радиус инерции совпадает с радиусом 
кольца: 
 R
M
J z
z  . 
Очевидно такой же результат получим для момента инерции тонкой 
цилиндрической оболочки массой М и радиусом R относительно ее оси. 
Моменты инерции других однородных тел правильной формы мож-
но найти в литературе1 . Моменты инерции неоднородных тел и тел слож-
                                               
1См., например: Сборник заданий для курсовых работ по теоретической механике: учебное 
пособие для технических вузов / А.А. Яблонский, С.С. Норейко, С.А. Вульфсон и др.; под 
ред. А.А. Яблонского. М.: Высшая школа, 1985. 368 с. 
 
C 
z 
R 
Рис. 16.17  
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ной формы определяются экспериментально с использованием малых 
крутильных колебаний, качаний, падающего груза. 
Замечания. 1. Момент инерции тела относительно оси, или осевой 
момент инерции, не полностью характеризует распределение масс в твер-
дом теле. В последующих разделах динамики будут рассмотрены центро-
бежные моменты инерции. 
2. В сопротивлении материалов пользуются понятием геометриче-
ского момента инерции площади. Формулы для моментов инерции пло-
щадей получаются из приведенных формул теоретической механики, если 
в них массу заменить площадью фигуры. Так, момент инерции площади 
круга относительно центральной оси, перпендикулярной плоскости круга, 
будет равен 
2
4R
. Эта формула получается из (16.12) путем замены массы 
М площадью круга, т.е. πR2. 
3. Моменты инерции однородных тел сложной формы относительно 
любых осей можно вычислить с использованием программного продукта 
Pro/ENGINEERWildfire 3.0. 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Какая точка называется центром масс механической системы? 
2. Какими свойствами обладают внутренние силы, приложенные к точ-
кам механической системы? 
3. Как формулируется и записывается теорема о движении центра масс 
механической системы? 
4. При каких условиях центр масс движется равномерно и прямолинейно 
или находится в состоянии покоя; не перемещается вдоль некоторой 
оси? 
5. Как записывается закон сохранения движения центра масс в переме-
щениях? 
6. Как с помощью теоремы о движении центра масс объяснить движение 
автомобиля по горизонтальному пути (как направлены силы трения, 
приложенные к ведущим и ведомым колесам автомобиля), перемеще-
ние человека по горизонтальной поверхности? 
7. Как записывается зависимость между моментом инерции тела относи-
тельно параллельных осей, одна из которых проходит через центр 
масс? 
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Глава 17. Меры механического движения,                                                                           
меры действия сил 
Механическое движение материальных объектов характеризуется их 
массами и скоростями. В качестве мер механического движения рассмат-
риваются количество движения, момент количества движения и кинетиче-
ская энергия. Первые две меры механического движения являются век-
торными, третья мера – скалярной. Рассмотрим вычисление этих величин 
для точки, механической системы и твердого тела. 
17.1. Количество движения материальной точки и системы 
Количеством движения материальной точки называется векторная 
мера механического движения ее, равная произведению массы материаль-
ной точки на ее скорость (рис. 17.1). Будем обозначать количество движе-
ния буквой q

, тогда 
v

mq  . (17.1) 
Количество движения точки в фи-
зике часто называют импульсом мате-
риальной точки. 
Проекции количества движения 
точки на прямоугольные декартовы оси 
координат: 
.v
,v
,v



zmmq
ymmq
xmmq
zz
yy
xx



 (17.2) 
Размерность количества движения [q] = MLT-1, единица количества 
движения – 1кг·м/с или 1Н·с. 
Количеством движения системы Q

 называют векторную сумму ко-
личеств движения всех точек системы, т.е. их главный вектор 
 


n
s
ssmQ
1
v

. (17.3) 
Количество движения системы представляет собой замыкающую сторону 
многоугольника, построенного из количеств движения точек системы 
(рис. 17.2). Проекции количества движения системы на прямоугольные 
декартовы оси координат: 
z 
x 
y 
 
 
M 
Рис. 17.1 
О 
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  

sszssyssx zmQymQxmQ ;; . (17.4) 
Модуль количества движения  
222
zyx QQQQ  .  
Вектор количества движения системы Q

, 
в отличие от вектора количества движения q

, 
не имеет определенной точки приложения. 
Учитывая формулу (16.4) предыдущей 
главы  ssc mM vv

, количество движения си-
стемы можно выразить в виде 
cMQ v

 , (17.5) 
 
т. е. количество движения системы равно произведению массы всей си-
стемы на скорость ее центра масс. 
Этим результатом особенно удобно пользоваться при вычислении 
количества движения твердых тел. Из формулы (17.5) видно: если тело 
движется так, что центр масс остается неподвижным, то количество дви-
жения тела равно нулю. 
Например, количество движения тела, вращающегося вокруг непо-
движной оси, проходящей через центр масс (рис. 17.3,а) будет равно ну-
лю. Если же движение тела является 
сложным, то величина Q

 не будет ха-
рактеризовать вращательную часть 
движения вокруг центра масс. Напри-
мер, для колеса, совершающего плос-
кое движение, количество движения 
cMQ v

 , независимо от того, как вра-
щается тело вокруг его центра масс С. 
Таким образом, количество дви-
жения характеризует только поступа-
тельное движение тела. При сложном 
движении величина Q

 характеризует только поступательную часть дви-
жения вместе с центром масс. 
 
 
 
Рис. 17.2 
 
  
a 
C 
ω 
 
C 
б 
  
Рис. 17.3 
 
 
Часть 3. Динамика 
278 
17.2. Момент количества движения материальной точки,       
кинетический момент системы 
Рассмотрим материальную точку, количество движения которой 
v

mq   (рис. 17.4). Моментом количества движения материальной точки 
относительно центра называют вектор 0k

, равный векторному произведе-
нию 
 v0

mrk  . (17.6) 
Вычисляется этот вектор так же, 
как момент силы относительно центра 
FrFm

)(0 . Модуль вектора 0k

 равен 
mvh, где h – плечо вектора относительно 
центра О или k0 = 2SΔOAB. Вектор 0k

 
приложен в центре О, перпендикулярен 
плоскости, проходящей через вектор q

 
и центр О, и направлен так, что с его 
конца движение точки вокруг центра О 
видно против хода часовой стрелки. 
 
 
Моментом количества движения 
материальной точки относительно оси 
(рис. 17.5) называется алгебраическая 
величина, равная моменту проекции 
вектора v

m  на плоскость, перпендику-
лярную оси, относительно точки пере-
сечения оси с этой плоскостью: 
Oabz Shmvk  21 , (17.7) 
где h – плечо вектора 1v

m  относитель-
но точки О. 
Момент количества движения от-
носительно оси считается положитель-
ным, если, глядя с положительного 
направления оси, увидим поворот век-
тора v

m  по отношению к точке О 
z 
x 
y 
M 
Рис. 17.4 
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направленным против движения часовой стрелки, и отрицательным – в 
противном случае. 
Между моментом количества движения точки относительно центра и 
оси, проходящей через этот центр, существует связь, аналогичная связи 
моментов силы относительно центра и оси. 
На рис. 17.5 0k

 – момент количества движения точки относительно 
центра; kz – относительно оси. Связь между ними 
 cos)( 00 kknpk zz 

. (17.8) 
Размерность момента количества движения [k] = ML2T-1, единица 
измерения момента количества движения 1кг·м2·с-1 или 1Н·м·с. 
Рассмотрим теперь механическую систему, состоящую из n точек. 
Каждая точка имеет свой момент количества движения. 
Главным моментом количеств  движения точек системы, или кине-
тическим моментом системы относительно центра, называют вектор, рав-
ный геометрической сумме моментов количеств движения всех точек си-
стемы относительно этого центра: 
   ssss mrkK v)( 00

,   или    )v(00 ssmmK

. (17.9) 
Главным моментом количества движения точек системы, или кине-
тическим моментом системы относительно оси, называют алгебраическую 
сумму моментов количеств движения всех точек системы относительно 
этой оси: 
 )v()(  sszszz mmkK

. (17.10) 
Между кинетическими моментами системы относительно центра и 
оси, проходящей через этот центр, существует такая же связь, как и между 
моментами количества движения одной точки относительно центра и оси. 
17.3. Кинетический момент твердого тела, вращающегося      
вокруг неподвижной оси 
Вычислим кинетический момент твердого тела, вращающегося с уг-
ловой скоростью ω, относительно оси вращения Oz (рис. 17.6). 
Момент количества движения произвольной точки Ms тела относи-
тельно оси вращения kzs = msvshs, где vs = hsω – скорость точки. Следова-
тельно, 2sszs hmk  . 
Кинетический  момент вращающегося тела относительно оси Oz: 
     zsssszsz JhmhmkK
22 . 
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Напомним, величина  2ssz hmJ  представ-
ляет собой момент инерции тела относительно оси. 
Окончательно имеем: 
Kz= Jzω, (17.11) 
т.е. кинетический момент тела относительно оси 
вращения равен произведению момента инерции 
тела относительно этой оси на угловую скорость 
тела. Знак величины Kz совпадает со знаком угло-
вой скорости. 
Полезно отметить аналогию между формула-
ми (17.5) и (17.11): количество движения равно 
произведению массы (величина, характеризующая 
инертность тела при поступательном движении) на 
скорость; кинетический момент равен произведению момента инерции 
(величина, характеризующая инертность тела при вращательном движе-
нии) на угловую скорость. 
Замечание. При плоском движении 
тела (рис. 17.7) относительное движение 
является вращательным вокруг оси Cz, 
проходящей через центр масс. Поэтому ки-
нетический момент в этом движении 
czCz JK 
отн . 
 
 
 
 
17.4. Кинетическая энергия материальной точки,                    
механической системы и твердого тела 
Кинетическая энергия является более универсальной мерой механи-
ческого движения по сравнению с рассмотренными ранее количеством 
движения и моментом количества движения. С помощью кинетической 
энергии через закон сохранения и преобразования энергии осуществляет-
ся связь механического движения с другими формами движения материи. 
Кинетической энергией точки называют скалярную меру механиче-
ского движения, равную половине произведения массы точки на квадрат 
ее скорости: 
z 
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 2v
2
1
mT  , (17.12) 
где m – масса точки; 
 v – ее скорость. 
Кинетической энергией механической системы называют сумму ки-
нетических энергий всех точек системы: 
 
2
v2ssmT . (17.13) 
Величина Т всегда положительна и равна нулю только при покое 
всех точек. Размерность кинетической энергии [T] =ML2T –2, единица из-
мерения кинетической энергии – 1кг·м2/с2 или 1Н·м = 1 Дж. 
Получим формулы для кинетической энергии твердого тела при раз-
личных видах движения. 
а. Поступательное движение. При поступательном движении тела 
все его точки имеют равные скорости v1 = v2 = v, следовательно, кинети-
ческая энергия тела   sss mmT 2
v
v
2
1 22 , но Mms  – масса тела, 
поэтому 
 2v
2
1
MT  . (17.14) 
Кинетическая энергия тела при поступательном движении равна по-
ловине произведения массы тела на квадрат его скорости. 
б. Вращение тела вокруг неподвижной оси. Если тело вращается 
вокруг какой-нибудь оси Oz (рис. 17.6), то скорость любой его точки        
vs = hsω, где hs – расстояние точки от оси вращения; ω – угловая скорость 
тела. Подставляя это значение в формулу (17.13) и вынося общие множи-
тели за скобку, получим 
    2222
2
1
2
1
v
2
1
 zssss JhmmT . 
Таким образом, окончательно имеем 
 2
2
1
zJT  . (17.15) 
Кинетическая энергия тела при вращательном движении равна поло-
вине произведения момента инерции тела относительно оси вращения на 
квадрат его угловой скорости. 
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Отметим, что вновь полезно провести аналогию между формулами 
(17.14) и (17.15). 
в. Плоское движение. Из кинематики известно, что при плоском 
движении тела скорости точек vs = hsω, где hs = MsP  – расстояние от точки 
до мгновенного центра скоростей (МЦС),  т. е. распределение скоростей в 
каждый момент времени такое же, как и при вращательном движении во-
круг оси (рис. 17.8). Тогда кинетическая энергия тела определяется фор-
мулой 2
2
1
PJT  , где JP – момент инерции тела 
относительно оси, проходящей через мгновенный 
центр скоростей. Этой формулой пользоваться 
при расчетах неудобно, т.к. JP – переменная вели-
чина. Используя теорему Гюйгенса о связи мо-
ментов инерции относительно параллельных осей, 
можно записать JP = JCz + M·CP
2, где точка              
С – центр тяжести (центр масс) тела; СР – рассто-
яние от центра масс до мгновенного центра ско-
ростей. Подставив JP в выражение кинетической энергии и учтя, что          
vc = CPω – скорость центра масс, получим выражение кинетической энер-
гии при плоском движении 
 22
2
1
v
2
1
czc JMT  . (17.16) 
Следовательно, кинетическая энергия тела при плоском движении 
складывается из кинетической энергии поступательного движения со ско-
ростью центра масс и кинетической энергии при вращательном движении 
вокруг оси, проходящей через центр масс. 
Пример 17.1. Пусть диск, масса которого М, катится без скольжения 
по неподвижной поверхности (рис. 17.9). Вычислить кинетическую энер-
гию диска, если скорость его центра масс равна cv

. 
Решение 
Диск совершает плоское движение, точка Р 
является мгновенным центром скоростей 
RCP
cc vv  . 
Кинетическая энергия при плоском  движе-
нии определяется по формуле 22
2
1
2
1
czc JMvT  , 
причем момент инерции однородного диска отно-
сительно оси, проходящей через центр масс, 
C 
ω 
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2
2MR
Jcz  . Подставляя значения Jcz, ω, найдем 
 2
2
22
2 v
4
3v
22
1
v
2
1
c
c
c M
R
MR
MT  . 
Замечание. При вычислении кинетической энергии системы или 
твердого тела, совершающих сложное движение, часто пользуются теоре-
мой Кёнига1, которую приведем без доказательства: Кинетическая энер-
гия системы в абсолютном движении равна сумме двух слагаемых: кине-
тической энергии центра масс в предположении, что в нем сосредоточе-
на масса всей системы, и кинетической энергии системы в ее движении 
относительно поступательно движущихся координатных осей вместе с 
центром масс. 
 отн
2v
2
1
TMT c  . (17.17) 
Из теоремы Кёнига как частный случай выводится формула кинети-
ческой энергии тела при плоском движении. 
Пример 17.2. Однородный стержень, имеющий массу m и длину             
AB = 2l, скользит своими концами по вертикальной и горизонтальной 
направляющим (рис.17.10). Определить количество движения, кинетиче-
ский момент и кинетическую энергию для произвольного момента време-
ни, выразив их через ω – угловую скорость стержня. 
Решение 
Стержень совершает плоскопараллельное 
движение. По скоростям точек А и В строим 
мгновенный центр скоростей (точку Pv) и по-
казываем угловую скорость ω. 
Количество движения Q

 определяем по 
формуле (17.5) cmQ v

 , где vc = ωCPv = ωl, 
причем вектор Q

 направлен по скорости цен-
тра масс cv

. Кинетический момент стержня в 
относительном движении по отношению к по-
ступательно движущимся осям вместе с цен-
тром масс ccz JK 
отн , где 22
3
1
)2(
12
1
mllmJc  . Тогда 
2отн
3
1
mlKcz  . 
                                               
1 С. Кёниг (1712–1757) – швейцарский математик и механик. 
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Кинетический момент стержня в абсолютном движении относитель-
но мгновенной оси PP JK  , где момент инерции JP вычисляется по тео-
реме Гюйгенса 2mCPJJ cP  . Тогда 
2
3
4
mlKPz  . 
Кинетическая энергия стержня определяется по формуле (17.16) для 
плоского движения стержня 22
2
1
v
2
1
cc JmT  , где vc = ωl  и 
2
3
1
mlJc  . 
Окончательно 22
3
2
mlT  . 
Пример 17.3. Механическая система состоит из груза 1, однородно-
го цилиндрического вала 2 и связывающего их троса 3. Груз опускается, и 
его скорость в данный момент времени v

 (рис. 17.11). Зная массы m1, m2 и 
радиус r и пренебрегая массой троса, вычислить меры механического 
движения системы. 
Решение 
1. Количество движения системы 
321 QQQQ

 , 
где v11

mQ  ,  0v022 

mQ , т.к. скорость 
центра масс вала равна нулю; 0v33 

mQ , 
т.к. m3 = 0. Следовательно, v11

mQQ  . 
2. Кинетический момент системы от-
носительно оси вращения вала 
)3(
0
)2(
0
)1(
00 KKKK  , где кинетический 
момент груза определяем по формуле 
(17.7) rmK v1
)1(
0  , кинетический момент 
вала – по формуле (17.11) 
 220
)2(
0 2
1
rmJK   и кинетический мо-
мент троса 0)3(0 K , т. к. массой троса пренебрегаем. 
Итак, 2210 5,0v rmrmK  , но v = ωr и v)5,0( 210 rmmK  . 
3. Кинетическая энергия системы Т = Т1 + Т2 + Т3, где 
2
11 v2
1
mT  , 
22
2
2
02 4
1
2
1
 rmJT  , Т3 = 0. 
Учитывая, что v = ωr, запишем энергию системы 221 v)5,0(2
1
mmT  . 
r 
Рис. 17.11 
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Если ввести обозначение mпр = m1 + 0,5m2 – приведенная масса си-
стемы (к грузу 1), то 2прv2
1
mT  .  
Замечание. Если выразить кинетическую энергию системы через 
угловую скорость вала ω, то  
 2пр2
1
JT  , 
где 221пр )5,0( rmmJ   – момент инерции  системы, приведенный к оси 
вала 2. 
Пример 17.4. Вычислить количество движения и кинетическую 
энергию кулисного механизма, состоящего из кривошипа 1 длиной OA = l 
и массой m1, ползуна 2 (камня) массой m2, вставленного в прорезь кулисы 
3 массой m3 (рис. 17.12). Кривошип вращается с угловой скоростью ω. 
Решение 
Количество движения системы 
321 QQQQ

 , 
где cmQ v11

 , AvmQ

22  , 333 v

mQ  .  
Выразим скорости через угловую ско-
рость ω: 
lA v ,  2
v
l
c  ,   sinsinvv3 lA  . 
Количество движения найдем по 
проекциям на координатные оси: 



3
`1
321 sin)5,0(
k
kxx lmmmQQ  , 



3
`1
21 cos)5,0(
k
kyy lmmQQ  , 
 22 yx QQQ  . 
Кинетическая энергия системы T = T1+T2 + T3, где 
2
`01 2
1
JT  – кине-
тическая энергия вращающегося кривошипа; 222 v2
1
AmT   и 
2
333 v2
1
mT  – 
кинетические энергии поступательного движения ползуна и кулисы. Вы-
разив все скорости через ω, приведем кинетическую энергию к виду 
 .)(
2
1
)sin(
2
1` 2
пр
22
3
2
20
2  JlmlmJT   
Рис. 17.12  
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Здесь Jпр(φ) – приведенный момент инерции системы, или момент 
инерции системы, приведенный к оси вращения кривошипа. Отметим, что 
приведенный момент инерции или приведенная масса могут быть как по-
стоянными, так и зависящими от времени (положения системы), как в 
данном примере. 
Пример 17.5. Вычислить кинетическую энергию гусеницы трактора, 
движущегося со скоростью v, если известна ее масса m (рис. 17.13). 
Решение. Гусеница трактора пред-
ставляет собой бесконечную цепь, состоя-
щую из шарнирно соединенных между со-
бой звеньев (траков). Эта цепь совершает 
сложное движение, участвуя в переносном 
движении вместе с корпусом трактора и от-
носительном движении по отношению к 
нему. Тогда по теореме Кёнига кинетиче-
ская энергия цепи будет отн
2v
2
1
TmT c  , 
где  2отнотн v2
1
kmT ; mk – масса отдельного трака, а относительная ско-
рость его равна vс, т.к. у траков, лежащих на земле, абсолютная скорость 
равна нулю: vабс = vc – vотн = 0. 
Следовательно, 22отн v2
1
v
2
1
ckc mmT   . Тогда кинетическая энергия 
гусеницы 222 vv
2
1
v
2
1
mmmT  . 
17.5. Меры действия сил. Импульс силы 
В статике были введены понятия главного вектора и главного мо-
мента системы сил относительно центра. Каждая из этих величин: глав-
ный вектор 
  sFR

 
и главный момент относительно центра 
  )(00 sFmM

 
– представляет меру действия сил. 
В динамике рассматриваются также другие меры действия сил – им-
пульс, работа и мощность силы. 
Для характеристики действия, оказываемого на тело силой за неко-
торый промежуток времени, вводится понятие об импульсе силы. Введем 
C  
 
Рис. 17.13 
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сначала понятие об элементарном импульсе, т.е. об импульсе за бесконеч-
но малый промежуток времени dt. Элементарным импульсом силы назы-
вается векторная величина Sd

, равная произведению вектора силы F

на 
элементарный промежуток времени dt: 
 dtFSd

 . (17.18) 
Направлен элементарный импульс по линии действия силы. Импульс 
S

 силы F

 за конечный промежуток времени t1 вычисляется, как инте-
гральная сумма соответствующих элементарных импульсов: 
 
1
0
t
dtFS

. (17.19) 
В частном случае, если сила F

 и по модулю и по направлению по-
стоянна  constF , будем иметь 1tFS

 . Причем в этом случае и модуль        
S = Ft1. 
В общем случае модуль импульса может быть вычислен через его 
проекции. Проекции импульса силы на оси координат вычисляются по 
формулам 
 
1
0
t
xx dtFS ,   
1
0
t
yy dtFS ,    
1
0
t
zz dtFS . (17.20) 
Модуль импульса силы 222 zyx SSSS  . (17.21) 
Размерность импульса силы [S] = MLT-1, единица измерения – 1Н·с 
или 1кг·м/с. 
17.6. Работа и мощность силы 
Для характеристики действия, оказываемого силой на тело при неко-
тором его перемещении, вводится понятие о работе силы. 
а. Работа постоянной силы при прямолинейном перемещении точки 
приложения 
Пусть сила F

 постоянна по величине и направлению  constF  и 
траекторией точки приложения силы 
является прямая, причем u

– вектор пе-
ремещения точки М (рис. 17.14). 
Из курса физики известно, что ра-
бота силы в этом случае равна скаляр-
ному произведению силы на перемеще-
ние точки приложения силы, т. е. 
Рис. 17.14 
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 uFA

  (17.22) 
или 
 A = Fucosα = Fτu,  (17.23) 
где Fτ – проекция силы на направление перемещения. 
Знак работы определяется знаком cosα. Работа будет положительной, 
если угол α – острый, отрицательной – если угол α тупой, и равна нулю 
при α = 90°.   
Размерность работы [A] = ML2T-2, единица измерения – 1Н·м (джо-
уль) или 1кг·м2/с2. 
Если сила будет изменяться (переменная величина) и траектория 
точки приложения будет криволинейной, то вначале вводится понятие об 
элементарной работе силы на бесконечно малом перемещении. 
б. Элементарная работа силы 
Рассмотрим движение точки в некоторой системе отсчета Oxyz, за-
данное векторным способом (рис. 17.15). Здесь  М1, М2 – отрезок траекто-
рии точки, F

– приложенная к точке сила, r

– радиус-вектор точки, rd

– 
вектор элементарного перемещения, α – угол между силой и направлени-
ем движения (скоростью точки). 
На элементарном перемещении rd

 
можно считать постоянной силу F

и вы-
числить элементарную работу с исполь-
зованием формулы (17.22). Элементар-
ной работой силы называют меру дей-
ствия силы, равную скалярному произве-
дению силы на элементарное перемеще-
ние: 
rdFdA

 . (17.24) 
Вычисляя скалярное произведение, 
получаем выражение элементарной рабо-
ты в виде 
cosrdFdA

 . (17.25) 
Знак элементарной работы определяется углом α. Элементарная ра-
бота положительна dA > 0, если 0 ≤ α < 90˚ (острый угол), элементарная 
работа равна нулю dA = 0, если  α = 90˚ (прямой угол), и отрицательна        
dA < 0, если 90˚< α ≤ 180˚ (тупой угол). 
Рис. 17.15 
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Приведем другие формулы для вычисления элементарной работы 
силы. Если силу F

 и элементарное перемещение rd

 разложить на состав-
ляющие 
 kZjYiXF

 ,    kdzjdyidxrd

 , 
то элементарную работу можно записать в виде 
 dA = Xdx + Ydy + Zdz. (17.26) 
В этой формуле X, Y, Z – проекции силы на оси координат; x, y, z – 
координаты точки приложения силы; dx, dy, dz – проекции элементарного 
перемещения на оси координат, представляющие собой дифференциалы 
координат точки приложения силы. 
Формулу (17.26) называют аналитическим выражением элементар-
ной работы.  
Из кинематики известно определение скорости при векторном и 
естественном способах задания движения точки: 
dt
rd

v  и 


dt
ds
v . 
В данном случае можно записать следующую формулу для вычисле-
ния элементарной работы: 
 dsFdtFdtFdtFdA   vcosvv

, (17.27) 
где Fτ – проекция силы на направление касательной; 
 s – дуговая координата точки. 
Из формулы (17.27) видно, что работу совершает только касательная 
составляющая силы. 
в. Работа силы на конечном перемещении 
Работа силы на конечном перемещении, например из точки М1 в 
точку М2, находится как интегральная сумма элементарных работ на бес-
конечно малых перемещениях, на которые разбивается конечное переме-
щение: 
 


2121 MMMM
dsFdAA  . (17.28) 
Этот интеграл является криволинейным интегралом, и следователь-
но, в общем случае работа силы зависит от формы траектории. 
Если элементарная работа силы dA будет полным дифференциалом 
некоторой функции от координат точки, то работа силы на конечном пе-
ремещении не будет зависеть от вида траектории. Силы, обладающие та-
ким свойством, называются потенциальными. 
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г. Мощность силы 
Мощность характеризует быстроту совершения работы силы во вре-
мени. Мощность силы в данный момент времени определяется формулой 
 
dt
dA
N  . (17.29) 
При расчетах также пользуются понятием средней мощности, т.е. 
отношением работы силы к промежутку времени, в течение которого со-
вершена эта работа: 
 
t
A
N

ср . 
Подставив в (17.29) значение элементарной работы, получим 
 v


 F
dt
rdF
N . (17.30) 
Мощность силы равна скалярному произведению силы на скорость 
точки приложения силы. Размерность мощности [N] = ML2T-3, единица 
измерения – с
Дж
1  = 1Вт. 
Представив выражение мощности в виде N = Fτv, отметим, что у 
двигателя, имеющего заданную мощность, сила тяги Fτ будет тем больше, 
чем меньше скорость движения. Поэтому, например, на подъеме или на 
плохом участке дороги у автомобиля включают низшие передачи, позво-
ляющие при полной мощности двигателя двигаться с меньшей скоростью 
и развивать большую силу тяги. 
д. Примеры вычисления работы сил 
1. Работа силы тяжести 
Пусть точка М, на которую дей-
ствует сила тяжести P

, перемещается из 
положения M1(x1,y1,z1) в положение 
M2(x2,y2,z2) по криволинейной траекто-
рии (рис. 17.16). 
Элементарная работа силы тяжести 
dA = Pxdx + Pydy + Pzdz. 
При выбранных осях координат Px = 0, 
Py = 0, Pz = -P. 
Тогда элементарная работа  
dA = -Pdz. 
 
Рис. 17.16  
M 
M1 
M2 
z 
y 
O 
z1 
z2 
 
 
 
Глава 17. Меры механического движения, меры действия сил 
291 
Работа на конечном перемещении 



21MM
dAA . 
Подставляя значения элементарной работы, получаем 
 )( 12
2
1
zzPdzPA
z
z
  . 
Обозначив |z1 –z2| = h, получаем 
 A = ±Ph = ±mgh. (17.31) 
Работа силы тяжести равна взятому со знаком плюс или минус про-
изведению модуля силы на вертикальное перемещение точки ее приложе-
ния. Работа силы тяжести положительна при опускании точки и отрица-
тельна при подъеме. Из полученного результата следует, что работа силы 
тяжести не зависит от вида траектории, по которой перемещается точка ее 
приложения. Силы, обладающие таким свойством, называются потенци-
альными, и сила тяжести является потенциальной силой.  
Работа силы тяжести твердого тела определяется аналогично (17.31) 
по формуле 
 A = ±Phc, (17.32) 
где hc – вертикальное перемещение центра тяжести твердого тела. 
2. Работа силы упругости 
Вычислим работу силы упругости при прямолинейном перемещении 
точки ее приложения (рис. 17.17). 
Выберем начало координат 
в конце недеформированной пру-
жины и рассмотрим перемещение 
точки М из положения М1 в поло-
жение М2. В положении М1 точка 
имеет координату х1, а пружина – 
соответственно деформацию                 
λ1 = λн, в положении М2 координа-
та точки х2, деформация пружины 
λ2 = λк. В произвольном положе-
нии деформация пружины х и 
проекция силы упругости на ось Ох  Fx = -сx. 
Элементарная работа силы упругости dA = Fxdx = -сxdx, и работа на 
конечном перемещении 
  

2
121
)(
2
2
1
2
2
x
xMM
xx
c
cxdxdAA . 
 M 
lH 
 
O 
x 
Рис. 17.17 
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Выражая работу силы упругости через деформацию пружины, полу-
чаем 
  2н2к λλ2 
c
A , (17.33) 
где λк и λн – конечная и начальная деформации пружины. 
По этой формуле вычисляется работа силы упругости, когда выпол-
няется закон Гука для упругой силы. Полученная формула справедлива и 
при криволинейном перемещении точки. Работа силы упругости не зави-
сит от вида траектории, а определяется лишь начальной и конечной де-
формациями. Сила упругости также является потенциальной силой. 
3. Работа и мощность силы, приложенной к вращающемуся телу 
Пусть в некоторой точке тела, вращающегося вокруг оси Oz, прило-
жена сила F

 (рис. 17.18,а). 
Вычислим элементарную работу этой силы при повороте тела на 
элементарный угол dφ: 
 dA = Fτds,  (17.34) 
где ds = Rdφ и элементарная работа силы F

определяется dA = FτRdφ. 
Покажем, что произведение FτR = mz( F

) – момент силы относитель-
но оси вращения. Разложим силу F

 на составляющие по естественным 
осям координат (рис. 17.18,б): bn FFFF

  . Применим теорему Вари-
ньона о моменте равнодействующей относительно оси Oz: 
)()()()( bznzzz FmFmFmFm

  . 
Рис. 17.18 
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Нетрудно видеть, что момент силы F

 относительно оси Oz 
RFFmz )(

, т. к. моменты составляющих nF

 и bF

 равны нулю – эти со-
ставляющие и ось Oz лежат в одной плоскости. 
Окончательно получаем для элементарной работы 
 dFmdA z )(

 . (17.35) 
Элементарная работа силы, приложенной к вращающемуся телу, 
равна произведению момента силы относительно оси вращения на эле-
ментарный угол поворота. 
Работа силы на конечном перемещении – при повороте на конечный 
угол – определяется интегрированием: 
 
2
1
)(


dFmA z

. (17.36) 
В частном случае, когда момент силы относительно оси постоянен                
( const)( Fmz

), получаем 
  )())(( 12 FmFmA zz

 , (17.37) 
т. е. работа постоянного момента силы равна произведению момента на 
угол поворота тела. 
Вычислим мощность силы, приложенной к вращающемуся телу. По 
определению мощности имеем 
 

)(
)(
Fm
dt
dFm
dt
dA
N z
z

 , (17.38) 
т. е. мощность силы, приложенной к вращающемуся телу, равна произведе-
нию момента силы относительно оси вращения на угловую скорость тела. 
4. Работа силы трения 
4.1. При скольжении тела. Рассмотрим тело, движущееся по какой-
нибудь шероховатой поверхности (рис. 17.19). Действующая на тело сила 
трения по закону Кулона  
Fтр = fN, 
где f – коэффициент трения 
скольжения; 
 N – нормальная реакция по-
верхности. 
Работа силы трения при пере-
мещении из положения М1 в положе-
ние М2 



2121
тр
MMMM
fNdsdsFA . (17.39) 
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Если величина силы трения постоянна, то A = –Fтрs, где s – длина 
кривой М1М2, по которой перемещается точка. 
Таким образом, работа силы трения при скольжении всегда отрица-
тельна. Величина этой работы зависит от формы дуги М1М2, и сила трения 
является непотенциальной силой. 
4.2. Работа силы трения при качении без скольжения. Пусть диск ка-
тится без скольжения по неподвижной шероховатой поверхности            
(рис. 17.20). Диск совершает плоское движение, и точка Р является мгно-
венным центром скоростей, vP = 0. Ре-
акция поверхности , без учета сопро-
тивления качению, разложена на две со-
ставляющие – нормальную составляю-
щую к поверхности N

 и касательную 
составляющую к поверхности трF

, при-
чем  Fтр ≤  fN.  
Элементарная работа силы тре-    
ния трF

: 
0v)( тртр  dtFFdA P

, т. к. vP = 0. 
4.3. Работа пары трения качения при качении без скольжения 
Сопротивление качению, возникающее вследствие деформации по-
верхностей (рис. 17.21), создает пару, препятствующую качению, момент 
которой по закону Кулона mk = kN, где 
k – коэффициент трения качения. Тогда 
по формуле (17.34), учитывая, что при 
качении угол поворота диска 
R
ds
d c , 
получим 
ck NdsR
k
kNdmdA  )( , (17.40) 
где dsc – элементарное перемещение 
центра тяжести диска; 
 R – радиус диска. 
Если N = const, то полная работа сил сопротивления качению 
 ck NsR
k
kNmA  )( . (17.41) 
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5. Работа внутренних сил в твердом теле (неизменяемой системе) 
Докажем, что сумма работ и мощностей внутренних сил в твердом 
теле равна нулю на любом его перемещении. 
Пусть М1 и М2 – две точки твердого  тела, 
iF1

 и iF2

 – внутренние си-
лы взаимодействия между ними    (рис. 17.22).   По третьему закону Нью-
тона ii FF 21

 . Пусть тело получило 
элементарное перемещение, 1rd

 и 2rd

– элементарные перемещения точек 
М1 и М2. 
Вычислим элементарную рабо-
ту сил  iF1

 и iF2

: 
2211 rdFrdFdA
iii   , 
но dtrd 11 v

 ,    dtrd 22 v

 . 
С учетом этого элементарная работа 
     dtFdtFFdtFFdAi 221112211112211 cosvcosvcosvcosvvv   

. 
Из кинематики известно, что проекции скоростей двух точек твердо-
го тела на ось, проходящую через эти точки, равны между собой, т.е. 
v1cosα1 = v2cosα2. 
Следовательно,   0idA . Так как твердое тело состоит из точек, 
попарно взаимодействующих между собой, то сумма элементарных работ 
всех внутренних сил равна нулю. А поскольку работа на конечном пере-
мещении складывается из суммы элементарных работ, то работа всех 
внутренних сил (и мощность) в твердом теле на любом конечном переме-
щении тоже равна нулю. 
Итак, для твердого тела имеем 
   0isdA ,    0 isA ,    0 isN . (17.42) 
Замечание. Работа внутренних сил равна нулю для неизменяемой 
системы, в которой расстояния между точками приложения внутренних 
сил при движении системы не меняются. В частности, такой системой      
является нерастяжимая нить или система, состоящая из твердых тел,         
соединенных между собой шарнирами или нерастяжимыми идеальными 
нитями. 
Рис. 17.22 
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17.7. Потенциальная энергия. Полная механическая энергия 
Для потенциальных сил можно ввести понятие о потенциальной 
энергии как о величине, характеризующей "запас работы", которым обла-
дают точки системы  в данном положении. Дадим определение: Потенци-
альной энергией материальной точки (механической системы) в данном 
положении называется скалярная величина П, равная работе потенци-
альных сил, действующих на материальную точку (точки механической 
системы), при перемещении точки (механической системы) из данного 
положения в нулевое. 
Из определения следует, что потенциальная энергия точки зависит 
только от ее координат, т. е. П = П(x, y, z). Соответственно потенциальная 
энергия системы зависит от координат точек механической системы               
П = П(x1,y1,z1,x2,y2,z2,…,xn,yn,zn). Так, для груза весом Р, поднятого на высо-
ту h, потенциальная энергия будет П = mgh (П = 0 при h = 0), потенциаль-
ная энергия растянутой (сжатой) пружины 2
2
1
с , где λ – деформация 
пружины; с – коэффициент жесткости (П = 0 при λ = 0). 
Для системы, в которой действуют потенциальные силы, удобно 
ввести понятие полной механической энергии. Полная механическая энер-
гия – это скалярная величина, равная сумме кинетической и потенциаль-
ной энергий: 
 Е = Т + П. (17.43) 
При движении механической системы полная механическая энергия 
может изменяться или оставаться постоянной. 
 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Чему равно количество движения материальной точки, механической 
системы, твердого тела, вращающегося вокруг оси, проходящей через 
центр масс? 
2. Чему равен момент количества движения точки относительно непо-
движного центра, кинетический момент системы, кинетический мо-
мент твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси? 
3. Чему равна кинетическая энергия материальной точки, твердого тела 
при поступательном, вращательном, плоском движении? 
4. Две материальные точки одинаковой массой движутся прямолинейно 
навстречу друг другу с равными скоростями. Чему равны количество 
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движения точек и момент количества движения относительно центра? 
Чему равна их кинетическая энергия? 
5. Как записывается выражение элементарной работы силы (аналитиче-
ское в том числе), работы силы на конечном перемещении, мощности 
силы? 
6. Как определяется работа силы тяжести, силы упругости, силы, прило-
женной к вращающемуся телу? 
7. Чему равна работа  реакции шероховатой поверхности при качении те-
ла без скольжения? 
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Глава 18. Общие теоремы динамики. Динамика твердого 
тела 
В первой главе мы познакомились с решением задач динамики с ис-
пользованием законов Ньютона. В частности, вторая задача динамики ре-
шается методом интегрирования дифференциальных уравнений движения. 
Однако точное решение дифференциальных уравнений движения воз-
можно только в некоторых частных случаях, при определенных законах 
изменения действующих сил. В общем случае приходится использовать 
различные приближенные способы, а также программные продукты, 
например Matematica 7.0. Трудности интегрирования возрастают при ис-
следовании движения систем материальных точек (механических систем). 
Поэтому при решении многих задач динамики используют другие методы. 
Одним из методов решения задач динамики точки и системы является ис-
пользование общих теорем динамики. 
Общие теоремы динамики основаны на законах Ньютона и являются 
их следствиями. Для материальной точки общие теоремы динамики пред-
ставляют преобразованное к той или иной форме основное уравнение ди-
намики точки (второй закон Ньютона). Так как на движущиеся точки дей-
ствуют силы, то они сообщают точкам ускорения, следовательно, скоро-
сти их изменяются, что приводит к изменению мер механического движе-
ния. Поэтому общие теоремы связывают изменение мер механического 
движения с мерами действия сил. Применение общих теорем избавляет от 
необходимости проделывать для каждой задачи те операции интегрирова-
ния, которые раз и навсегда производятся при выводе этих теорем; тем 
самым упрощается процесс решения задачи. 
Общие теоремы динамики не дают возможности получить закон 
движения каждой точки механической системы. Они позволяют исследо-
вать изменение мер механического движения изучаемого объекта (точки, 
тела и системы). В механике были рассмотрены три меры движения: ко-
личество движения, момент количества движения и кинетическая энергия. 
Этим трем мерам движения соответствуют и три теоремы об изменении 
этих мер, называемые общими теоремами динамики. Переходим к рас-
смотрению этих теорем. 
18.1. Теорема об изменении количества движения 
Данная теорема используется в двух формах: дифференциальной и 
конечной (интегральной или называемой теоремой импульсов). 
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Дифференциальная форма: Производная по времени от количества 
движения системы равна сумме всех внешних сил, действующих на си-
стему: 
  esFdt
Qd 

. (18.1) 
Конечная форма: Изменение количества движения системы за ко-
нечный промежуток времени равно сумме импульсов внешних сил, дей-
ствующих на систему, за тот же промежуток времени: 
  ekSQQ

0 . (18.2) 
Доказательство  
А. Для материальной точки 
Запишем основное уравнение динамики точки: 
 Fam

 . 
Поскольку ускорение точки 
dt
d
a
v

 , а масса точки m не зависит от 
времени, то основное уравнение динамики можно записать в виде 
 F
dt
md 

)v(
, (18.3) 
где v

mq   – количество движения точки; F

 – равнодействующая всех 
сил, приложенных к точке. 
Теорема в дифференциальной форме доказана. 
Умножая обе части равенства (18.3) на dt,  получим 
 dtFmd

)v( . 
Интегрируя обе части этого уравнения в пределах от нуля до t,                   
имеем 
 
t
dtFmm
0
0vv

, 
или Smm

 0vv , (18.4) 
где S

– импульс равнодействующей, который равен геометрической сум-
ме импульсов всех действующих на точку сил. 
Для материальной точки теорема доказана. 
Б. Для системы материальных точек 
Запишем выражение (18.3) для каждой точки системы: 
 is
e
s
s FF
dt
qd 
 , (18.5) 
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где is
e
s FF

,  – соответственно равнодействующие внешних и внутренних 
сил, приложенных к каждой точке. 
Суммируя n уравнений (18.5), учитывая свойство внутренних сил 
(равенство нулю главного вектора)   0is
i FR

, получим доказательство 
теоремы для системы в дифференциальной форме: 
  esFdt
Qd 

.  
Переход к теореме в конечной форме 
  ekSQQ

0  
выполняется аналогично доказательству для точки. 
При решении задач теорема используется в проекциях на оси коор-
динат. В дифференциальной форме: 
  esx Xdt
dQ
,     es
y Y
dt
dQ
,     esz Zdt
dQ
, (18.6) 
где Qx, Qy, Qz – проекции количества движения на оси координат; 
 es
e
s
e
s ZYX ,,  – проекции внешних сил на оси. 
В конечной форме: 
  ekxxx SQQ 0 ,     ekyyy SQQ 0 ,     ekzzz SQQ 0 , (18.7) 
где ekz
e
ky
e
kx SSS ,, – проекции импульсов внешних сил на оси. 
Теорема доказана. 
Замечания. 1. Внутренние силы не входят в теорему. Следователь-
но, внутренние силы непосредственно не влияют на изменение количества 
движения системы. Они могут изменить количество движения отдельных 
точек системы, но суммарное количество движения системы изменить не 
могут. 
2. Рассмотренная ранее теорема о движении центра масс представля-
ет собой иную форму записи теоремы об изменении количества движения. 
Действительно, количество движения системы cv

MQ  , где cv

 – скорость 
центра масс. Подставляя Q

 в выражение (18.1) и учитывая, что масса М не 
зависит от времени, получаем 
 esFdt
Qd 

,     esc Fdt
d
M
v
,     esc FaM

 – теорема о движении 
центра масс. 
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Теорема о движении центра масс обычно используется для нахожде-
ния внешних сил, в частности  реакций связей по заданному закону дви-
жения центра масс. Теорема применяется также для исследования посту-
пательного движения тела. Теорема об изменении количества движения 
используется для анализа движения жидкости, газов (сплошная среда), 
упругих тел. Теорема применяется также при изучении явления удара. 
3. Закон сохранения количества движения 
Из теоремы можно вывести важные следствия: 
а) если главный вектор внешних сил в течение всего времени движе-
ния равен нулю, то количество движения системы не изменяется. 
Если   0es
e FR

, то 0QQ

  – количество движения системы оста-
ется таким, каким было в начальный момент времени;  
б) если проекция главного вектора всех внешних сил системы на ка-
кую-либо ось равна нулю, то проекция количества движения на ту же ось 
является постоянной величиной. 
Если   0es
e
x XR , то Qx = Qx0. 
Рассмотрим некоторые примеры. Законом сохранения количества 
движения можно объяснить явление отдачи или отката при выстреле. Ес-
ли рассматривать винтовку и пулю (рис. 18.1,а), снаряд и орудие как одну 
систему (рис. 18.1,б), то давление пороховых газов будет внутренней си-
лой и не может изменить общего количества движения системы. 
Действительно, для случая, показанного на рис. 18.1,а, m1v1x+ m2v2x = 
0, так как внешние силы – сила тяжести винтовки и пули – действуют 
перпендикулярно оси Ох. Тогда с
м
9,0600
6
109
vv
3
1
2
1
2 



xx m
m
,  
винтовка смещается в направлении, противоположном положительному 
направлению оси х1. 
                                               
1Отметим, что в рассматриваемом примере v1 – абсолютная скорость пули. 
Рис. 18.1 
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Законом сохранения количества 
движения объясняется также отдача при 
реактивном движении, которая появляет-
ся при отделении от тела с некоторой 
скоростью какой-либо его части. 
Так, при движении ракеты отделя-
ющейся частью является струя газов, об-
разующихся при сгорании топлива. Ко-
гда реактивная струя с большой скоро-
стью вырывается из ракеты, то ракета 
вследствие отдачи устремляется в проти-
воположную сторону (рис. 18.2). 
 
 
18.2. Теорема об изменении момента количества движения 
(теорема моментов) 
Теорема. Производная по времени от кинетического момента си-
стемы относительно неподвижного центра равна сумме моментов 
внешних сил, действующих на систему, относительно этого центра: 
  )(00
e
sFmdt
Kd 

. (18.8) 
Доказательство  
А. Для одной материальной точки 
Пусть на точку массой m действуют силы nFFF



,,, 21  и F

 – их 
равнодействующая (рис. 18.3). 
Запишем основное уравнение 
динамики Fam

  и умножим обе 
части этого равенства слева на ра-
диус-вектор r

: 
 Framr

 . (18.9) 
В правой части этой форму-
лы получен момент равнодей-
ствующей, который по теореме 
Вариньона равен сумме моментов 
всех составляющих сил: 
  )()( 00 sFmFrFm

. 
Рис. 18.2 
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Преобразуем левую часть выражения (18.9), используя формулу 
производной от векторного произведения: 
 v)v(
v 
m
dt
rd
mr
dt
d
dt
d
mramr  . 
Но 0vvv 

mm
dt
rd
 как векторное произведение коллинеарных 
векторов. 
Векторное произведение радиуса-вектора на количество движения 
представляет собой момент количества движения относительно центра О: 
 v0

mrk  . 
Окончательно получаем 
 )(0
0 Fm
dt
kd 

 . (18.10) 
Для одной материальной точки теорема доказана. 
Б. Для системы материальных точек 
Возьмем некоторую точку Ms  системы. На нее действуют внешние и 
внутренние силы (рис. 18.4). Обозначим esF

– равнодействующую внеш-
них сил, isF

– равнодействующую внутренних сил. На основании только 
что доказанной для точки теоремы имеем 
 )()( 00
0 i
s
e
s
s FmFm
dt
kd 

      (s = 1, 2, …, n). (18.11) 
Просуммировав такие равен-
ства, написанные для всех точек 
системы, учитывая свойство внут-
ренних сил   0)(00
i
s
i FmM

 – 
равенство нулю главного момента 
внутренних сил, получим оконча-
тельно 
  )(00
e
sFmdt
Kd 

, (18.12) 
где 0K

 – кинетический момент 
системы относительно неподвиж-
ного центра; 
Рис. 18.4 
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  )(00
e
s
e FmM

– главный момент внешних сил относительно этого 
центра. 
Проецируя (18.12) на декартовы оси координат, получим теорему 
моментов относительно осей: 
  )( esxx Fmdt
dK 
,     )( esy
y Fm
dt
dK 
,     )( eszz Fmdt
dK 
, (18.13) 
где Kx, Ky, Kz – кинетические моменты системы относительно осей; 
 )(),(),( esz
e
sy
e
sx FmFmFm

– моменты внешних сил относительно этих осей. 
Теорема доказана. 
Замечания. 1. Внутренние силы не входят в теорему и не влияют 
непосредственно на изменение кинетического момента системы. Внут-
ренние силы могут изменять момент количества движения отдельных то-
чек системы, но кинетический момент в целом они изменить не могут. 
2. Теорема моментов доказана относительно неподвижного центра и 
относительно неподвижной оси, т.е. для абсолютного движения системы в 
основной системе отсчета. Можно доказать, что теорема в такой же форме 
справедлива и для относительного движения, если подвижная система от-
счета совершает поступательное движение вместе с центром масс по от-
ношению к данной инерциальной системе отсчета. 
Теорема моментов в относительном движении по отношению              
к центру масс 
Пусть O1x1y1z1 – неподвижная (инерциальная) система отсчета, Cxyz 
– система, движущаяся поступа-
тельно вместе с центром масс 
(рис. 18.5). Механическая систе-
ма совершает сложное движе-
ние, которое можно разложить 
на переносное поступательное и 
относительное движение. 
Теорема. В указанном от-
носительном движении произ-
водная по времени от кинетиче-
ского момента системы отно-
сительно центра масс равна 
сумме моментов внешних сил 
относительно центра масс: 
  )(
отн
e
sc
c Fm
dt
Kd 

. (18.14) 
Рис. 18.5 
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Теорему можно записать относительно осей, проходящих через 
центр масс: 
  )(
отн
e
scx
cx Fm
dt
dK 
,     )(
отн
e
scy
cy Fm
dt
dK 
,     )(
отн
e
scz
cz Fm
dt
dK 
. (18.15) 
Отметим, что в любой другой подвижной системе отсчета теорема 
не будет иметь такого вида. 
3. Закон сохранения кинетического момента 
Из теоремы моментов можно получить следующие важные след-
ствия: 
а) если главный момент внешних сил относительно неподвижного 
центра во все время движения равен нулю, то кинетический момент си-
стемы относительно этого центра остается постоянным по модулю и по 
направлению.  
Если   0)(0
e
sFm

, то   000  tKK

(constሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ); (18.16) 
б) если главный момент внешних сил относительно некоторой непо-
движной оси равен нулю во все время движения, то кинетический момент 
системы относительно этой оси будет постоянным. 
Если    0)( esx Fm

,    то    )const(0 txx KK . (18.17) 
Отметим также: если главный момент внешних сил относительно 
центра масс равен нулю во все время движения (см. (18.14)), то кинетиче-
ский момент в относительном движении будет постоянным. 
Сформулированные утверждения и выражают закон сохранения мо-
мента количества движения (или кинетического момента). 
Приведем примеры на закон сохранения кинетического момента. 
Пример 18.1. Движение искусственного спутника Земли (ИСЗ)  
Движение ИСЗ происходит под действием центральной силы – силы 
притяжения, направленной к центру Земли – точке О (рис. 18.6). В этом 
случае момент силы F

 относительно центра О равен нулю ( 0)(0 Fm

) во 
все время движения. Следовательно, 
момент количества движения отно-
сительно центра О остается постоян-
ным: 000  tkvmrk

. Вектор 0k

 
будет постоянным по модулю и 
направлению. Из постоянства 
направления следует, что траектори-
ей точки будет плоская кривая. Из 
постоянства модуля вытекает, что 
mvh = const, где h – длина перпенди- Рис. 18.6 
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куляра, опущенного из точки О на линию вектора v

m . Отсюда видно, что 
чем меньше h, тем больше скорость v. 
Пример 18.2. Закон сохранения момента количества движения мож-
но продемонстрировать на опыте с "платформой Жуковского". Это круг-
лая горизонтальная платформа на шариковых опорных подшипниках, ко-
торая может с малым трением вращаться вокруг вертикальной оси Oz 
(рис. 18.7). Если платформе с находящимся на ней человеком сообщить 
угловую скорость ω0 (рис. 18.7,а), то кинетический момент системы отно-
сительно вертикальной оси Oz можно представить в виде  
 0
)0( zz JK  , 
где )0(zJ – момент инерции человека и платформы относительно оси Oz. 
Если пренебречь силами трения, то внешние силы – сила тяжести и 
реакции подшипников – не дают моментов относительно вертикальной 
оси, т.е.   0)( esz
e
z FmM

 и, следовательно, будет выполняться закон 
сохранения кинетического момента относительно оси Oz   )0(zz KK  , т.е. 
 0
)0(  zz JJ  . 
Если человек разведет руки в стороны (рис. 18.7,б), то увеличится 
момент инерции Jz и угловая скорость уменьшится, и наоборот. Это же 
явление можно наблюдать при выполнении упражнений (вращений) акро-
батами, фигуристами и др. 
 
Рис. 18.7 
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Пример 18.3. По ободу круглой горизонтальной платформы 1, масса 
которой m1 и радиус R, идет человек 2, масса которого m2 (рис. 18.8,а). 
Скорость человека относительно платформы – vr = u. Пренебрегая трени-
ем в подшипниках, определить угловую скорость вращения платформы. В 
начальный момент времени человек и платформа находились в покое, 
платформу считать однородным диском. 
Решение задачи полезно начать с кинематического анализа               
(рис. 18.8,б). Платформа 1 совершает вращательное движение с угловой 
скоростью ω. Движение человека 2 является сложным: относительное 
движение по отношению к платформе  криволинейное со скоростью vr = u, 
переносное движение – вращение платформы и переносная скорость           
ve = Rω. 
Решение. В систему включим платформу и человека, внешние силы  
21, PP

 и реакции опор BA RR

и . Применим теорему моментов относитель-
но оси Oz: 
  )( eszz Fmdt
dK 
. 
Сумма моментов внешних сил относительно оси Oz равна нулю, 
  0)( esz Fm

, так как силы пересекают ось Oz или параллельны ей. Кине-
тический момент системы равен сумме кинетических моментов платфор-
мы K1z  и человека K2z. 
Кинетический момент платформы 
 
2
2
1
11
Rm
JK zz  . 
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Кинетический момент человека 
 uRmRmRmRmKKK rezzz 2
2
222
отн
2
пер
22 vv   . 
Кинетический момент системы 
 uRmRm
Rm
K z 2
2
2
2
1
2
  . 
Поскольку главный момент внешних сил равен нулю, то выполняет-
ся закон сохранения кинетического момента: 
 
0

tzz
KK . 
Если в начальный момент времени система находилась в покое, то 
0
0

tz
K . 
Приравнивая нулю кинетический момент в произвольный момент 
времени 
 0)2(
2
1
2
2
21  uRmRmm  , 
определим угловую скорость: 
 
R
u
mm
m
21
2
2
2

 . 
При анализе полученного выражения угловой скорости видно, что 
если m1 >> m2, то ω ≈ 0 – тяжелая платформа остается неподвижной. 
Если m1 << m2, то 
R
u
  – угловая скорость "легкой" платформы. 
18.3. Теорема об изменении кинетической энергии 
Эта общая теорема динамики устанавливает связь между мерой ме-
ханического движения – кинетической энергией и мерой действия силы – 
работой или мощностью. Теорема может быть сформулирована в трех 
формах. 
На элементарном перемещении: Дифференциал кинетической энер-
гии системы равен сумме элементарных работ внешних и внутренних 
сил, действующих на систему: 
   ises dAdAdT . (18.18) 
На конечном перемещении: Изменение кинетической энергии си-
стемы на конечном перемещении равно сумме работ внешних и внутрен-
них сил, действующих на систему, на этом перемещении: 
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   ises AATT 0 . (18.19) 
Через мощность: Производная по времени от кинетической энергии 
системы равна сумме мощностей внешних и внутренних сил, действую-
щих на систему: 
   ises NNdt
dT
. (18.20) 
А. Для материальной точки 
Пусть точка М перемещается из положения М1 в положение М2    
(рис. 18.9) и F

 – равнодействующая всех сил, действующих на точку. 
Запишем основное уравнение ди-
намики точки 
Fam

  
и умножим обе части равенства на 
элементарное перемещение точки rd

: 
 rdFrd
dt
d
m


v
. (18.21) 
В правой части выражения 
(18.21) стоит элементарная работа рав-
нодействующей rdFdA

 , которая 
равна сумме работ всех действующих 
на точку сил. 
Левую часть выражения (18.21) можно представить в виде 













2
v
2
v
vv
v 22 m
d
m
dmdrd
dt
d
m

, 
причем учтено, что 22 vv 

 – скалярный квадрат любого вектора равен 
квадрату его модуля. Тогда получим 
 





sdA
m
d
2
v2
. (18.22) 
Для элементарного перемещения теорема доказана. 
Проинтегрировав обе части этого равенства в пределах, соответ-
ствующих точкам М1 и М2, получим 
  sA
mm
2
v
2
v 20
2
, (18.23) 
где v – скорость точки в положении М2; 
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 v0 – скорость точки в положении М1; 
  sA  – работа всех сил, действующих на точку при перемещении из 
положения М1 в положение М2. 
Б. Для механической системы 
Возьмем одну из точек системы с массой ms. На эту точку действуют 
внешние и внутренние силы – esF

 и isF

 (равнодействующие соответству-
ющих сил). На основании вышедоказанной теоремы для точки: 
 is
e
s
ss dAdA
m
d 





2
v2
, (18.24) 
где esdA  и 
i
sdA  – элементарные работы внешних и внутренних сил. 
Написав такие уравнения для всех точек, просуммировав их, учиты-
вая, что 
2
v2ssmT  – кинетическая энергия системы, получаем 
   is
e
s dAdAdT . (18.25) 
Проинтегрировав обе части этого равенства в пределах, соответ-
ствующих начальному и конечному положениям, получим 
   ises AATT 0 . (18.26) 
Разделив обе части выражения (18.25) на элементарный промежуток 
времени dt, учитывая, что 
dt
dA
N   – мощность силы, получаем теорему об 
изменении кинетической энергии, выраженную через мощность: 
   ises NNdt
dT
. (18.27) 
Замечания. 1. В теорему об изменении кинетической энергии в об-
щем случае входят внешние и внутренние силы. При изучении работы сил 
были рассмотрены случаи механических систем (абсолютно твердое тело, 
неизменяемая механическая система, система, состоящая из абсолютно 
твердых тел, соединенных шарнирами, нерастяжимыми нитями), когда 
работа внутренних сил равна нулю:   0isA . 
В этом случае теорема об изменении кинетической энергии запи-
шется так: 
 esdAdT ,     esATT 0 ,     esNdt
dT
, т. е. в теорему в этом случае 
будут входить только внешние силы. 
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2. Достаточно часто в механике рассматриваются системы с идеаль-
ными связями. Если все действующие силы, как внешние, так и внутрен-
ние, разделить на активные и реакции связей, то теорему на элементарном 
перемещении можно записать в виде 
   реакцакт ss dAdAdT  (18.28) 
Связи, наложенные на систему, называются идеальными, если вы-
полняется условие 0реакц  sdA . На рис. 18.10 показаны примеры идеаль-
ных связей. 
Здесь а – неподвижная гладкая поверхность, для которой 
090cos  rdNdA

; 
б – неподвижный шарнир без трения: 0v  dtRdA

;  
в – шероховатая поверхность для катящегося без скольжения тела, 
когда vP = 0 – скорость точки приложения силы равна нулю (МЦС). Сле-
довательно элементарная работа реакции 
 0v  dtRdA PP

. 
Для системы с идеальными связями теорема примет вид 
  актsdAdT ,     акт0 sATT . 
Изменение кинетической энергии системы с идеальными связями на 
элементарном и конечном перемещениях равно сумме работ всех актив-
ных сил (внешних и внутренних). 
Соответственно в записи теоремы через мощность  актsNdt
dT
 учи-
тывается мощность только активных сил. 
3. Использование той или иной формы теоремы определяется навы-
ками, полученными при решении задач. При определении скоростей точек 
Рис. 18.10 
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тел удобно использовать теорему на конечном перемещении в фор-            
ме (18.26). Для определения ускорений находится производная по времени 
от выражения (18.26), причем конечное перемещение является произволь-
ным. Для определения ускорений удобно теорему об изменении кинетиче-
ской энергии записывать через мощность в форме (18.27). 
4. Закон сохранения механической энергии 
Если на изучаемый объект – точку или систему – действуют только 
потенциальные силы, то теорема об изменении кинетической энергии 
примет вид 
 Т – Т0 = А = П0 – П,  (18.29) 
где П0, П – потенциальная энергия в начальном и конечном положении 
системы. 
Учитывая, что сумма кинетической и потенциальной энергий                    
Е = Т + П представляет полную механическую энергию, выражение 
(18.29) можно представить в виде 
 Е = Е0. (18.30) 
Это и есть закон сохранения механической энергии – полная механи-
ческая энергия при движении системы в потенциальном силовом поле яв-
ляется величиной постоянной. 
Механические системы, для которых выполняется закон сохранения 
механической энергии, называются консервативными. 
В консервативных системах полная механическая энергия остается 
постоянной. Могут происходить лишь превращения кинетической энергии 
в потенциальную и обратно в эквивалентных количествах так, что полная 
энергия остается постоянной. Это можно продемонстрировать на примере 
свободного падения тела (рис. 18.11,а)  в среде без сопротивления. 
На рис. 18.11,б видно, что потенциальная энергия тела уменьшается 
при его падении, а кинетическая энергия соответственно увеличивается. 
Если на систему действуют также непотенциальные силы (например, 
силы сопротивления), то теорема об изменении кинетической энергии 
примет вид 
 Т – Т0 =П0 – П + Анепот.сил, 
или  (Т + П) – (Т0+П0) = Анепот.сил, 
 Е – Е0 = Анепот.сил. (18.31) 
В этом случае при движении системы механическая энергия изменя-
ется, и ее изменение равно работе непотенциальных сил. 
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Пример 18.4. Однородный стержень ОА длиной l и весом Р падает 
из горизонтального положения без начальной скорости, вращаясь вокруг 
горизонтальной неподвижной оси О (рис. 18.12,а). Пренебрегая сопротив-
лениями, определить угловую скорость и угловое ускорение стержня как 
функции угла поворота. 
Решение. 1. Рассмотрим движение стержня и изобразим его в произ-
вольный момент времени (рис. 18.12,б). Стержень совершает вращатель-
ное движение. 
2. Покажем действующие на него силы: 21,, NNP

. 
3. Отметим на рисунке начальное и конечное положения стержня и 
запишем теорему на  конечном перемещении: 
  esATT 0 . 
Рис. 18.11 
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Кинетическая энергия стержня: 
 2
2
2
32
1
2
1

ml
JT z  , 
Т0 = 0 в силу начальных условий. 
Работа внешних сил:   sin
2
l
mgPhAes , 0)()( 21  NOANA

, так 
как связь идеальная. Вычислив кинетическую энергию и работу сил, 
находим угловую скорость: 
  sin
26
1 22 lmgml  ,    sin32
l
g
 . (18.32) 
Для определения углового ускорения стержня найдем производную 
по времени от левой и правой частей выражения (18.32): 
 
dt
d
l
g
dt
d 


 cos32  . 
Учитывая, что 
dt
d
  , 
dt
d
  , получаем выражение углового уско-
рения 
  cos
2
3
l
g
 . (18.33) 
Замечание. В выражения (18.32), (18.33) не входит вес стержня Р. 
Читателям предлагается с помощью теоремы о движении центра масс 
21 NNPaM c

  определить опорные реакции, учитывающие силу тяже-
сти стержня. 
Пример 18.5. Барабан 1 массой m1 и радиусом R вращается вокруг 
горизонтальной оси, проходящей через точку О. Барабан считать однород-
ным диском, к которому приложен постоянный вращающий момент Мвр 
(рис. 18.13,а). Груз 2 массой m2 поднимается посредством каната, навитого 
на барабан. Пренебрегая весом каната и сопротивлениями, найти угловое 
ускорение барабана, реакцию шарнира в точке О и натяжение каната. 
Решение. Барабан 1 совершает вращательное движение, его угловая 
скорость ω1; груз 2, который заменяем точкой, совершает прямолинейное 
движение,  его скорость v2 (рис. 18.13,б). Связь между скоростями:                   
v2 = Rω1.  
Отметим, что ускорения и перемещения связаны так же, как скоро-
сти: a2 = Rε1, h2 = Rφ1, где a2 – ускорение груза; h2 – его вертикальное пе-
ремещение: ε1, φ1 – угловое ускорение, угол поворота барабана. 
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За систему принимаем барабан, груз, канат. Внешние силы – 21, PP

, 
Мвр, 21, NN

 (рис. 18.13,б). 
Угловое ускорение барабана можно определить с помощью теорем 
об изменении кинетического момента или кинетической энергии. 
Теорема об изменении кинетического момента относительно оси 
вращения: 
  )( eszz Fmdt
dK 
. 
Главный момент внешних сил: 
    gRmMRPMFm esz 2вр2вр

. 
Кинетический момент системы относительно оси Oz (см. гл. 17): 
   12211221
2
1
2211 22
1
2
v  RmmRm
Rm
RmJK zz  . 
Подставляя в теорему, получаем 
   gRmM
dt
d
Rmm 2вр
12
21 22
1


. 
Рис. 18.13 
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Угловое ускорение барабана ε1: 
 
 
  221
2вр
1
2
2
Rmm
gRmM


 . (18.34) 
Воспользуемся теоремой об изменении кинетической энергии на ко-
нечном перемещении: 
   ises AATT 0 . 
Работа внутренних сил   0isA ; не нарушая общих рассуждений, 
считаем, что в начальный момент времени система находится в покое, то-
гда Т0 = 0. 
Работа внешних сил:  
   12вр121вр221вр  gRmMgRmMhgmMAes   
Кинетическая энергия системы  
   21221212221
2
12
22
2
1121 24
1
2
1
22
1
v
2
1
2
1
 RmmRm
Rm
mJTTT z  . 
Подставляя выражение кинетической энергии в теорему, получим 
     12вр21221 24
1
 gRmMRmm  . (18.35) 
Из выражения (18.35) можно найти зависимость угловой скорости от 
угла поворота барабана. Вычисляя производную левой и правой частей по 
времени, получим 
    
dt
d
gRmM
dt
d
Rmm 12вр
1
1
2
21 224
1 
  . 
Выражение углового ускорения барабана: 
 
 
  221
2вр
1
2
2
Rmm
gRmM


 . 
Для определения углового ускорения удобно теорему об изменении 
кинетической энергии записать через мощность: 
   ises NNdt
dT
. 
Мощность внутренних сил   0isN , мощность внешних сил 
   12вр121вр221вр v  gRmMgRmMPMN es  . 
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Подставляя выражение мощности в теорему и вычисляя производ-
ную от кинетической энергии, получим значение углового ускорения ба-
рабана. 
Для определения реакции шарнира в точке О воспользуемся теоре-
мой о движении центра масс системы: 
 2121 NNPPaM c

 . 
Проецируя записанную теорему  на оси Ох и Оу, получим 
х) 1NMacx  ; 
у) 221 NPPMacy  . 
Нетрудно видеть, что Масх = 0, Масу = m1а0у + m2а2у = m2а2 = m2Rε1. 
Подставляя проекции ускорения на оси в теорему, получаем 
 N1 = 0;    N2 = (m1 + m2)g +m2Rε1. 
Полезно отметить, что составляющая реакции N2 при движении си-
стемы имеет статическую часть – (m1 + m2)g и динамическую добавку – 
m2Rε1. 
Для определения натяжения каната рассмотрим движение груза 2 
(рис. 18.14). Записывая основное уравнение динамики 
3222 NPam

 , 
проецируя уравнение на ось у, получим m2Rε1 = –P2 + 
N3, откуда натяжение каната при движении системы                       
N3 = m2g + m2Rε1, состоящее из статической составляю-
щей и динамической добавки. 
Определив натяжение каната, применяя теорему о 
движении центра масс для барабана 1, также можно 
найти составляющие реакции N1 и N2 (рекомендуется 
проделать самостоятельно). 
 
 
18.4. Динамика твердого тела 
Рассмотрим приложение общих теорем к динамике твердого тела, 
совершающего один из видов движений – поступательное, вращательное, 
плоскопараллельное. 
А. Поступательное движение тела 
Поступательное движение тела полностью определяется движением 
центра масс, поэтому дифференциальные уравнения движения центра 
масс (16.11) представляют собой дифференциальные уравнения поступа-
тельного движения тела. 
Рис. 18.14 
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Б. Вращение тела вокруг неподвижной оси 
Пусть на тело, имеющее неподвижную ось вращения z (рис. 18.15), 
действует система заданных сил nFFF



,,, 21 . Кроме того, на тело дей-
ствуют реакции подшипников BA RR

и . Под действием всех этих внешних 
сил – активных и реакций связей – тело 
может вращаться вокруг оси равномерно, 
ускоренно или замедленно. Применим 
теорему моментов относительно оси z: 
  )( eszz Fmdt
dK 
. 
Кинетический момент Kz вращаю-
щегося тела  
 Kz = Jzω. 
Подставив Kz в теорему моментов и 
вынося момент инерции Jz за знак произ-
водной, получим 
  )( eszz Fmdt
d
J

 (18.36) 
(для твердого тела величина Jz не зависит от времени). 
Из кинематики известно выражение углового ускорения 

 
dt
d
. 
Тогда уравнение (18.36) можно переписать в форме 
 
).(или
)(




e
szz
e
szz
FmJ
FmJ



  (18.37) 
Полученное уравнение (18.36) или (18.37)называют дифференциаль-
ным уравнением вращения твердого тела вокруг неподвижной оси. 
Сравнивая уравнение  )( eszz FmJ   с основным уравнением дина-
мики точки  sFam

, видим, что для вращающегося тела момент инер-
ции выполняет ту же роль, что и масса для материальной точки: 
 
z
e
sz
J
Fm )(

 ,    
m
F
a
s


. 
Чем больше момент инерции Jz, тем меньшее угловое ускорение мо-
жет сообщить телу приложенный вращающий момент  )( eszez FmM

. 
Рис. 18.15 
A 
 
z 
B 
 
 
 
 
 
 
 
 Глава 18. Общие теоремы динамики. Динамика твердого тела 
319 
Момент инерции тела относительно оси вращения является мерой инерт-
ности его в этом движении (подобно массе в поступательном движении). 
Используя уравнение  )( eszz FmJ
 , можно решить две основные 
задачи динамики: 1) по заданному кинематическому закону вращения         
φ = φ(t) определить главный момент внешних сил; 2) по заданным внеш-
ним силам определить уравнение вращения. 
Замечание. Отметим правило знаков при использовании уравне-     
ния (18.37). Направление вращения тела принимают за положительное. 
Момент сил, направленных в сторону вращения, берется со знаком плюс, 
момент сил, направленных в противоположную сторону, – со знаком ми-
нус. 
В качестве приложения дифференциального уравнения вращения те-
ла вокруг неподвижной оси рассмотрим задачу о колебаниях математиче-
ского и физического маятников. 
Математический и физический маятники 
Математическим маятником называется тело, рассматриваемое как 
материальная точка, подвешенное на нерастяжимой нити и движущееся 
под действием силы тяжести в вертикальной плоскости. 
Физическим маятником называют твердое тело произвольной фор-
мы, вращающееся под действием силы тяжести вокруг горизонтальной 
(или наклонной) оси, не проходящей через центр  тяжести. Ось вращения 
называют осью подвеса маятника. Для исследования движения маятников 
воспользуемся теоремой моментов относительно оси подвеса. Уравнение 
движения составим для физического маятника. Проведем через центр тя-
жести плоскость перпендикулярно оси подвеса и изобразим маятник в 
произвольный момент времени (рис. 18.16), 
где φ – угол отклонения маятника. На маятник 
действуют сила тяжести P

 и реакция под-
шипника N

, сопротивлением пренебрегаем. 
Запишем дифференциальное уравнение 
вращения маятника вокруг оси Oz: 
 )( eszz FmJ

 , 
где Jz – момент инерции маятника относи-
тельно оси Oz; 
 sin)( PaFm esz 

; 
 а – расстояние от центра тяжести до оси 
подвеса. Рис. 18.16 
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Подставляя в уравнение значение момента внешних сил, получим 
  sinPaJ z 

  или  0sin  
zJ
Pa .  (18.38) 
Это дифференциальное уравнение движения маятника в элементар-
ных функциях не решается. Рассмотрим частный случай – малые колеба-
ния маятника, когда sinφ ≈ φ. Тогда уравнение (18.38) примет вид 
 02   k , (18.39) 
где 
zJ
Pa
k 2 . 
Решение линейного уравнения (18.39) 
 φ = Asin(kt + α), (18.40) 
где произвольные постоянные А, α определяются из начальных условий. 
Период колебания физического маятника 
 
Pa
J
k
T z

2
2
  (18.41) 
не зависит от начальных условий. 
Совершенно аналогично можно вывести уравнение колебаний мате-
матического маятника. Можно уравнение движения математического ма-
ятника получить из уравнений для физического маятника, положив a = l –
длина нити; Jz = ml
2 – момент инерции точечной массы (рис. 18.17). 
В этом случае квадрат циклической ча-
стоты свободных колебаний математическо-
го маятника 
 
l
g
ml
Pl
J
Pa
k
z

2
2  
и дифференциальное уравнение малых коле-
баний математического маятника 
 0 
l
g
. 
Период малых колебаний математиче-
ского маятника 
 
g
l
T 2 . 
Полученное выражение периода колебаний математического маят-
ника известно из курса физики. 
Рис. 18.17 
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В. Плоскопараллельное движение тела 
Пусть тело, совершающее плоское движение, имеет плоскость мате-
риальной симметрии, которую совместим с плоскостью чертежа           
(рис. 18.18). Положение тела, со-
вершающего плоское движение, 
как известно из кинематики, опре-
деляется положением полюса и 
углом поворота вокруг полюса. В 
задачах динамики плоского дви-
жения тела за полюс принимают 
обычно центр масс. Разложим, как 
это принято в кинематике, плос-
кое движение на поступательное 
вместе с полюсом С и вращатель-
ное вокруг оси Cz, проходящей 
через точку С (рис. 18.18). Пусть к 
телу приложены силы nFFF



,,, 21  
(активные и реакции связей). 
Для описания поступательного движения вместе с полюсом восполь-
зуемся теоремой о  движении центра масс: 
  esc FaM

. (18.42) 
Для изучения относительного вращательного движения воспользу-
емся теоремой об изменении кинетического момента в относительном 
движении: 
  )(
отн
e
sCz
Cz Fm
dt
dK 
. (18.43) 
Поскольку относительное движение вращательное, то кинетический 
момент в этом движении: 
 

 CzCzCz JJK 
отн . (18.44) 
Проецируя выражение (18.42) на оси координат, подставляя (18.44) в 
формулу (18.43), получим дифференциальные уравнения, описывающие 
плоское движение тела: 
Рис. 18.18 
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













).(
,
,
e
sCzcCz
e
sc
e
sc
FmJ
YyM
XxM




 (18.45) 
Интегрируя полученные уравнения с учетом начальных условий, по-
лучим кинематические уравнения плоского движения. 
Рассмотрим примеры на исследование дифференциальных уравне-
ний движения тел. 
Пример 18.6. Шкив радиусом r и 
весом Р приводится во вращение ремнем 
(рис. 18.19). Натяжение ведущей ветви 
ремня в два раза больше натяжения ведо-
мой (S1 = 2S2). На шкив действуют силы 
сопротивления, момент которых относи-
тельно оси вращения mc = const. Опреде-
лить уравнение вращения шкива, если в 
начальный момент времени шкив нахо-
дился в покое, считая шкив однородным 
диском. Числовые данные: r = 20 см;               
Р = 0,6 кН; S2 = 0,2 кН; mc = 20 Н·м. 
 
Решение. Рассмотрим шкив в произвольный момент времени. Дей-
ствующие силы: 2121 ,,,,, OOmSSP c

. 
Составим дифференциальное уравнение вращения тела вокруг оси Оz: 
  )( eszz FmJ
  
или    cz mrSSJ  21

 , 
момент инерции  2
2
2
1
2
r
g
PMr
J z  . 
Подставив числовые значения, получим 
2с
рад
3,16

 . 
Поскольку const
 , то вращение равноускоренное, ω0 = 0 и 
уравнение вращения шкива 
 рад15,8
2
2
2
t
t


 . 
Рис. 18.19 
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Пример 18.7. Однородный цилиндр скатывается по наклонной плос-
кости без скольжения (рис. 18.20). Определить ускорение центра цилин-
дра, силу трения и наименьший коэффициент трения скольжения цилин-
дра о плоскость, при котором возможно качение без скольжения.  
Дано: G, R, α.  
Определить: ac, FT, fmin. 
Решение. Рассмотрим движение цилиндра и изобразим его в произ-
вольный момент времени. Выберем оси координат, покажем действующие 
силы: NFG T

,, . 
Составим дифференциальные уравнения плоского движения: 
 esc XxM
 ;  Tc FGMa  sin ; (18.46) 
 esc YyM
 ;  cos0 GN  ;    (18.47) 
 )( esczcz FmJ

 ;  RF
MR
Т2
2
. (18.48) 
Поскольку качение происходит без 
проскальзывания, то точка Р является 
мгновенным центром скоростей, vc = Rω и 
ac = Rε. 
Из уравнений (18.46) и (18.48) нахо-
дим ускорение центра: 
 sin
3
2
gac   
и силу трения скольжения:  sin
3
1
GFT  . 
Такая сила трения должна действовать на цилиндр, чтобы он катился 
без скольжения. При качении без скольжения сила трения удовлетворяет 
условию 
 FT  ≤  fN. 
Подставляя найденные значения FT и N, получим 
  cossin
3
1
fGG      или    tg
3
1
min f . 
Если коэффициент трения скольжения будет меньше этой величины, 
то цилиндр будет катиться с проскальзыванием. В этом случае vc ≠ Rω, но 
FT = Fmax = fN = fGcosα. 
Из уравнения (18.46) находим ускорение центра цилиндра: 
 Mac = Mg(sinα – fcosα),    
Рис. 18.20 
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откуда 
 ac = g(sinα – fcosα). 
Из уравнения (18.48) находим угловое ускорение цилиндра при ка-
чении с проскальзыванием: 
  cos
2
R
fg
 . 
Учтем сопротивление качению, которое возникает при скатывании 
цилиндра по наклонной плоскости без скольжения (рис. 18.21). Пусть ко-
эффициент трения качения равен k. 
В этом случае к действующим на цилиндр силам NFG T

,,  добавим 
пару трения качения с моментом 
kNmT  . 
Дифференциальные уравнения 
плоского движения примут вид 
 Tc FGMa  sin ;        (18.49) 
 0 = N – Gcosα; (18.50) 
 
TT
c mRF
R
aMR

2
2
. (18.51) 
Из уравнений (18.49), (18.51), учи-
тывая mT = kGcosα, находим ускорение 
центра цилиндра: 
 




   cossin
3
2
R
k
gac . 
Из уравнения (18.51) находим силу трения скольжения 
 




   cos2sin
3
1
R
k
GFT . 
Учитывая, что качение происходит без проскальзывания, FT ≤ fminN, 
получим минимальное значение коэффициента трения скольжения: 
 




 
R
k
tgf 2
3
1
min  . 
Пример 18.8. Груз массой m1 приводит в движение цилиндрический 
каток массой m3 при помощи нити, перекинутой через неподвижный блок 
массой m2 и намотанной на каток (рис. 18.22). К блоку, радиус которого r2, 
приложена пара сил с моментом сопротивления Мс. Определить ускорение 
Рис. 18.21 
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груза, реакции, считая, что блок и каток – однородные круглые диски, ка-
ток катится без скольжения, массой нити можно пренебречь. 
Дано: m1, m2, m3, Mc, r2. 
Определить: a1, опорные реакции. 
Решение. Расчленим систему 
на отдельные тела и составим урав-
нение движения каждого тела. От-
метим, что груз 1 совершает посту-
пательное движение, блок 2 – вра-
щательное движение, каток 3 – 
плоское движение и точка Р являет-
ся мгновенным центром скоростей. 
Примем скорость груза 1 v1 в 
качестве основной, тогда связь 
между скоростями имеет вид 
 
2
1
2
v
r
 ,    
3
1
3 2
v
r
 ,    
2
v
v 1c . 
Отметим, что связь между ускорениями имеет такой же вид, как 
между скоростями. 
Покажем действующие силы – активные и реакции связей (рис. 18.23). 
Основное уравнение динамики для груза 1: 
 1111 NPam

 . 
Проецируя уравнение на ось Оу, получаем  
 m1a1 = m1g –N1. (18.52) 
Уравнение вращения блока 2 вокруг оси Oz: 
 )(22
e
szz FmJ  . 
Рис. 18.22 
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Момент инерции блока 
2
2
22
2
rm
J z  , угловое ускорение 
2
1
2 r
a
 , глав-
ный момент внешних сил относительно оси Oz:   2221)( rNMrNFm cesz

, 
учтено 11 NN  . 
Подставляя величины в уравнение вращательного движения, после 
преобразований получаем 
 2
2
1
12
2
N
r
M
N
am c  . (18.53) 
Составляя уравнения плоского движения катка 3 и учитывая 22 NN  , 
3
1
3 2r
a
 , 
2
1aac  , 2
2
33rmJ cz  , получаем после преобразований 
 TFN
a
m  2
1
3 2
, (18.54) 
 0 = m3g– N5, 
 TFN
am
 2
13
4
. (18.55) 
Уравнения (18.52) – (18.55) содержат четыре неизвестные величины: 
a1, N1, N2, FT. Решая эту систему, можно найти ускорение а1 и реакции   
связей. 
Ускорение груза 1:    








2
1
321
1 348
8
r
M
gm
mmm
a c . 
Натяжение нити:    1111 amgmN  ; 
 
2
12
2
12
am
r
M
NN c  . 
Сила трения:   
4
13
2
am
NFT  . 
Реакцию шарнира О неподвижного блока 2 можно определить, ис-
пользуя теорему о движении центра масс блока: 
 4321202 NNNNPam

 . 
Учитывая , что ускорение а0 = 0, и проецируя выражение на оси Ох и 
Оу, можно получить уравнения для определения составляющих опорной 
реакции шарнира: 
x)  0 = N3 + N2; 
y)  0= –m2g – N1+N4. 
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Реакция шарнира: 24
2
3 NNNO  . 
Замечание. Ускорение груза 1 можно было бы определить, приме-
няя теорему об изменении кинетической энергии для всей системы. После 
определения ускорения груза из уравнений движения каждого тела можно 
определить все опорные реакции. 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Как формулируется теорема об изменении количества движения в 
дифференциальной и интегральной формах? 
2. Почему происходит откат орудия, отдача винтовки при выстреле? 
3. Как формулируется теорема об изменении кинетического момента ме-
ханической системы относительно центра и оси? 
4. Почему траектория материальной точки, движущейся под действием 
центральной силы, лежит в одной плоскости? 
5. Какой закон механики иллюстрируется с помощью скамейки Жуков-
ского? 
6. Как формулируется теорема об изменении кинетической энергии ме-
ханической системы? Привести различные формы теоремы. 
7. Какой вид имеет дифференциальное уравнение вращения твердого те-
ла вокруг неподвижной оси? При каких условиях тело вращается во-
круг неподвижной оси ускоренно, равномерно, замедленно? 
8. Какой вид имеют дифференциальные уравнения плоского движения 
твердого тела и на основании каких теорем они получены? 
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Глава 19. Применение общих теорем динамики                     
в элементарной теории удара,                                
приближенной теории гироскопа,                        
движении сплошной среды  
19.1. Явление удара. Основные определения и допущения. 
Действие ударной силы на материальную точку 
При изучении движения материальных точек, твердых тел, механи-
ческих систем предполагалось, что за весьма малый промежуток времени 
Δt = τ происходит изменение скоростей точек также на весьма малые ве-
личины Δv. Однако встречаются случаи, когда при кратковременном вза-
имодействии тел скорости точек тела, а следовательно, и количества дви-
жения их получают большие (конечные) приращения. 
Механическое взаимодействие тел, при котором за ничтожно ма-
лый промежуток времени скорости точек тела изменяются на конечную 
величину, называется ударом. 
Примерами такого явления могут служить удар молотка по гвоздю, 
удар кия по бильярдному шару, удар молота при ковке, удар бабы копра о 
сваю и т. д. Примерами удара являются также столкновения движущихся 
тел, столкновение движущегося тела с неподвижной преградой; к явлению 
удара относится взрыв. На рис. 19.1 показано конечное изменение скоро-
сти мяча при ударе о стену:  – скорость в начале удара,  – скорость при 
отскакивании. Изменение скорости: vv

 u . 
Малый промежуток времени τ, в течение которого происходит 
удар, называют временем удара. Этот промежуток времени измеряется 
обычно сотыми, тысячными или даже десятитысячными долями секунды. 
Поскольку при ударе за малый промежуток времени происходит 
резкое изменение скоростей точек тела, то ускорения их достигают боль-
ших значений. Следовательно,  при ударе возникают очень большие силы 
взаимодействия, исчезающие после окончания удара. Эти силы называют 
ударными или мгновенными силами. 
Мгновенной или ударной силой называют силу, действующую в те-
чение весьма малого промежутка времени, но достигающую при этом 
таких больших значений, что ее импульс становится конечной величиной. 
График изменения ударной силы обычно имеет вид, указанный на рис. 19.2. 
Импульс ударной силы за время τ называется ударным импульсом: 
 , (19.1) 
v

u



0
)( dttFS

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он равен площади, показанной на рис.19.2. По теореме о среднем значе-
нии интеграла 
 , (19.2) 
где  – среднее значение ударной силы. 
Здесь τ – малая величина;  – большая;  – конечная величина. 
Рассмотрим действие ударной силы на материальную точку. Пусть 
материальная точка М движется под действием конечных сил, Fк – равно-
действующая их (рис. 19.3). Предположим что в некоторый момент вре-
мени t1 на точку начинает действовать ударная сила , импульс которой 
равен S

; она прекращает свое 
действие в момент t2 (τ = t2 – t1 – 
время удара). 
Применим теорему об из-
менении количества движения за 
время τ: 
SSmm

 к12 vv , (19.3) 
где  – скорость точки до уда-
ра;  – после удара. 
Но , так как 
 и  , где τ – 
малая величина;  – конечная; – большая величина. Пренебрегая 
импульсами обычных (неударных) сил, примем 
 срFS

срF

срF

S

F

1v

2v

SS

к
 к.срк FS

 срFS

к.срF

срF

Fуд 
t t2 t1 
Fср 
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 S
m
 1
vvv 12  , (19.4) 
т. е. за время удара скорость точки получает конечное изменение, про-
порциональное импульсу ударной силы. 
Покажем, что перемещение точки М за время удара τ будет малой 
величиной. Действительно, , Δt = τ, тогда . Но τ – малая 
величина, а – конечная величина, тогда и – малая величина. Мате-
риальная точка не успевает сместиться заметным образом за время              
удара τ. После прекращения действия ударной силы движение будет опре-
деляться действующей силой Fк. В месте удара траектория точки получает 
некоторый излом; дальнейшая траектория показана на рисунке пункти-
ром. 
Итак, сформулируем основные допущения, принимаемые при расче-
те ударов: 
1) во время удара обычными силами можно пренебрегать, учитывая 
импульсы только ударных сил; 
2) перемещения точек за время удара можно не учитывать, т. е. в 
момент начала удара (t1 = 0) и в момент окончания его (t2 = τ) точки со-
ударяющихся тел занимают одно и то же положение; 
3) изменение скорости точки за время удара определяется уравнени-
ем 
 S
m
 1
v  , (19.5) 
которое называют основным уравнением динамики точки при ударе. Это 
уравнение в расчете ударов играет ту же роль, что и уравнение  в 
расчете движущейся точки под действием обычных сил. Сформулирован-
ные допущения сохраняются и при расчете ударов механических систем и 
твердых тел. 
19.2. Удар о неподвижную поверхность. Коэффициент                    
восстановления при ударе 
Рассмотрим удар материальной точки о неподвижную поверхность. 
Если скорость точки в начале удара направлена по нормали к поверхно-
сти, то удар называют прямым (рис. 19.4,а). Если вектор  составляет с 
нормалью некоторый угол α, то удар называют непрямым (или косым) 
(рис. 19.4,б). 
срv




t
r
срv

r
срv

r


Fam


v

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Поставим задачу: зная массу точки m и скорость v в начале удара, 
найти скорость u в конце удара и импульс ударной силы. Решение этой 
задачи существенно зависит от упругих свойств поверхностей соударяю-
щихся тел. Различают две фазы удара. В первой фазе соударяющиеся тела 
деформируются до тех пор, пока относительная скорость их в проекции на 
нормаль не обратится в нуль; во второй фазе происходит полное или ча-
стичное восстановление нарушенной формы. По предложению Ньютона, 
при расчете ударов применяется гипотеза: отношение модулей проекций 
на нормаль относительной скорости в конце удара и в начале удара есть 
постоянная величина, зависящая лишь от материала соударяющихся тел и 
не зависящая от скоростей соударения и размеров тел. Эта постоянная ве-
личина называется коэффициентом восстановления при ударе и определя-
ется экспериментально: 
 
n
nuk
v
 . (19.6) 
При прямом ударе о неподвижную поверхность 
 ; (19.7) 
при непрямом 
 


cosv
cosu
k  . (19.8) 
Замечание. При ударе двух движущихся тел 
 = . (19.9) 
v
u
k 
отн
отн
vn
nuk 
nn
nn
v
uu
21
12
v 

 
n n 
α β 
M M 
a 
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Рис. 19.4 
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Выражение коэффициента восстановления k в самом общем случае 
(для касательных и нормальных составляющих скоростей) впервые, по-
видимому, опубликовано П.О. Сомовым в 1904 г. Этот коэффициент необ-
ходим при решении многих важных технических задач (трубные вибро-
мельницы, вибротранспортеры, стыковка космических кораблей и т. д.). 
Коэффициент восстановления заключен в пределах 0 k  1. Если      
k = 1, то удар называется абсолютно упругим, в этом случае  u = v. Если 
k = 0, то удар называют абсолютно неупругим, в этом случае un = 0 (тело 
не отскакивает). 
Коэффициент восстановления можно определить при помощи сле-
дующего простого опыта. С некоторой высоты h1 (рис. 19.5) отпускают 
без начальной скорости шарик из испытуемого материала. Ударившись о 
массивную плиту, тоже из испытуемого (того же или другого) материала, 
он подскакивает на высоту h2. По высотам h1 и h2 можно найти скорости             
v и u: 12v gh ,  . 
Тогда 
1
2
h
h
v
u
k  . Приведем некоторые значения коэффициента 
восстановления: для стекла – 15/16, слоновой кости – 8/9, стали – 5/9, де-
рева – 1/2. 
Используя экспериментальное значение коэффициента восстановле-
ния, найдем скорость после удара и импульс ударной силы для удара ша-
рика о неподвижную поверхность (рис. 19.6): 
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а) для прямого удара ; в проекциях на нормаль 
, где , , откуда ; u = kv; 
б) для непрямого удара , , 
. 
Если пренебречь влиянием трения во время удара, то проекции  и 
 на касательную будут равны. Тогда  и 


tg
tg
k . По углу 
падения можно найти угол отражения. Из формулы для импульса ударной 
силы видно, что чем больше коэффициент k, тем больше импульс ударной 
силы. 
 
19.3. Теорема об изменении количества движения системы 
при ударе 
Рассмотрим механическую систему, состоящую из n материальных 
точек. Пусть на точки механической системы в момент времени t1 одно-
временно действуют ударные импульсы, которые прекращают свое дей-
ствие в момент времени t2 = t1 + τ. Определим вызванное ими изменение 
количества движения рассматриваемой системы. При этом действием на 
точки конечных сил за время удара будем пренебрегать. Разделим удар-
ные силы, действующие на каждую точку Ms (s = 1, 2, …, n) механической 
системы, на внешние и внутренние. Обозначим равнодействующую 
внешних и внутренних ударных импульсов, приложенных к каждой точке, 
 и . Обозначим скорости каждой точки Ms системы в момент начала 
действия ударных сил , а в момент окончания их действия – . 
Тогда для каждой точки системы можно записать 
    (s = 1, 2, …, n). (19.10) 
Суммируя эти уравнения, получаем 
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Здесь Qum
n
s
ss


1
 – количество движения механической системы в мо-
мент окончания удара;  – количество движения в момент 
начала удара. По свойству внутренних сил , следовательно, 
 . (19.11) 
Таким образом, теорема об изменении количества движения системы 
при ударе формулируется так: изменение количества движения системы 
за время удара равно сумме внешних ударных импульсов. 
Учитывая, что  и , где М – масса всей 
системы;  – скорости центра масс системы в начале и конце удара, 
получим 
 


n
s
e
scc SMuM
1
v

. (19.12) 
В таком виде теорема является теоремой о движении центра масс 
системы при ударе. 
При решении задач уравнение (19.11) записывается в координатной 
форме: 
 ;    ;    . (19.13) 
Заметим, что внутренние ударные силы не изменяют количества 
движения системы. Если сумма внешних ударных импульсов, приложенных 
к точкам системы, будет равна нулю, то количество движения системы 
и скорость центра масс ее при ударе не изменяются. 
В качестве приложения теоремы 
об изменении количества движения 
при ударе можно рассмотреть извест-
ный из курса физики прямой централь-
ный удар двух тел (рис. 19.7) (реко-
мендуется восстановить выкладки са-
мостоятельно). При ударе  m1, m2 – 
массы тел;  – скорости центров 
масс в начале удара; – скорости 
центров масс в конце удара; k – коэффициент восстановления. 
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Используя закон сохранения количества движения в проекции на ось х 
 m1u1 + m2u2 = m1v1 + m2v2, 
учитывая значение коэффициента восстановления 
 , 
получаем значение скоростей центров масс в конце удара и значение 
ударного импульса: 
 ; 
 )vv()1(v 21
21
1
22 

mm
m
ku ; 
 . 
19.4. Теорема об изменении кинетического момента системы 
при ударе 
Пусть на механическую систему, состоящую из n  материальных то-
чек с массами ms, действуют силы конечной величины sF

 и в некоторый 
момент времени t1 начинают действовать ударные силы 
уд
sF

, прекращаю-
щие свое действие в момент времени t2 = t1 + τ (рис. 19.8). Выясним изме-
нение кинетического момента системы относительно неподвижного цен-
тра и оси за время удара. 
Запишем основное уравнение 
теории удара для точки Ms: 
i
s
e
sssss SSmum 

v     (s = 1, 2, …, n). 
В правую часть входят импульсы 
только ударных сил, как внешних, так 
и внутренних. Импульсами конечных 
сил пренебрегаем на основании сде-
ланных ранее допущений. Умножим 
векторно уравнение слева на радиус-
вектор точки sr

 и просуммируем полу-
ченные уравнения: 
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Здесь 0)( Kumr
s
sss

 ,  00)v( Kmr
s
sss

  – кинетические момен-
ты системы в конце и начале удара, вычисленные относительно центра О; 
 
s
e
s
s
e
ss SmSr )()( 0

 – сумма моментов внешних ударных импульсов от-
носительно центра O; 0)()( 0  
s
i
s
s
i
ss SmSr

 – сумма моментов внут-
ренних ударных импульсов относительно центра О равна нулю, так как 
моменты внутренних ударных импульсов попарно равны и противопо-
ложны. 
Итак: 
  )(0
0
00
e
sSmKK
  . (19.14) 
Изменение кинетического момента системы относительно непо-
движного центра за время удара равно сумме моментов импульсов всех 
внешних ударных сил относительно этого центра. 
В частном случае, когда выполняется условие 0)(0 
e
sSm

, кинети-
ческий момент системы за время удара не изменится: 
 000 KK

 . 
Спроецируем уравнение (19.14) на неподвижные оси, проходящие 
через центр О: 
 )(0 esxxx SmKK
 ;    )(0 esyyy SmKK
 ;    )(0 eszzz SmKK
 . (19.15) 
Изменение кинетического момента системы относительно непо-
движной оси за время удара равно сумме моментов импульсов внешних 
ударных сил относительно этой оси. 
В случае, когда, например 0)(  esx Sm

, имеем 0xx KK 
 , т. е. кине-
тический момент системы относительно оси Ох за время удара не изме-
нится.  
Рассмотрим применение этих теорем к изучению действия ударных 
сил на вращательное и плоское движение тела. 
А. Вращение тела вокруг неподвижной оси 
Пусть тело вращается вокруг оси Oz, имея в момент времени t1 угло-
вую скорость ω0. В этот момент на тело начинает действовать ударная си-
ла, прекращающая свое действие в момент времени t2 = t1 + τ, где τ – время 
удара; S

– импульс этой силы (рис. 19.9). Определить изменение угловой 
скорости вращающегося тела за время удара. 
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Применим теорему об изменении кине-
тического момента относительно оси Oz: 
 )(0 SmKK zzz

    или    
)(0 SmJJ zzz

  , (19.16) 
где ωτ – угловая скорость в конце удара. 
Реакции подпятника А и подшипника В 
будут также ударными силами, но моменты их 
относительно оси Oz равны нулю. 
Таким образом: 
z
z
J
Sm )(
0

   . (19.17) 
Изменение угловой скорости тела за время удара равно отношению 
момента приложенного к телу ударного импульса относительно оси вра-
щения к моменту инерции тела относительно этой оси. 
Пример 19.1. К однородному стержню ОА = l, закрепленному шар-
ниром О и имеющему массу m, приложена ударная сила: S

 – импульс этой 
силы (рис. 19.10,а), S

ОА, ОС = АС. В начале удара угловая скорость 
стержня равна нулю. Определить угловую скорость стержня ωτ после уда-
ра, импульс ударной реакции (рис. 19.10,б); величину ударного импульса     
S

, чтобы после удара стержень отклонился на угол α (рис. 19.10,в). 
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Решение. В данной задаче следует рассмотреть два этапа: 1 – удар 
по неподвижному стержню и 2 – движение стержня после завершения 
удара. 
Во время удара на стержень кроме заданного импульса S

 действуют 
также импульсы ударных реакций. Из уравнения (19.17) получим угловую 
скорость стержня после удара: 
 
z
z
J
Sm )(

  . 
Но 
2
)(
l
SSmz 

,   
3
2ml
J z  , поэтому ml
S
2
3
 . 
Импульсы ударных реакций можно найти из теоремы об изменении 
количества движения при ударе: 
 


n
s
e
sSQQ
1
0

 . 
В рассматриваемом примере cumQ

 ,   00 Q

,   
2
l
uc  . 
Проецируя это уравнение на оси Ох и Оу, получим 
 muc = S + S1, 
 0 = S2, 
где S1, S2 – проекции импульса ударной реакции. 
Подставляя найденную угловую скорость ωτ, получим 
 SS
l
mSmuS c 4
1
21
  , 
 S2 = 0. 
Ударная реакция направлена по оси Ох влево. Удар, передающийся 
на шарнир, будет направлен вправо и равен по модулю SS
4
1
1  .  
На втором этапе для определения зависимости угла поворота от 
начальной угловой скорости ωτ воспользуемся теоремой об изменении ки-
нетической энергии (рис. 19.10,в). 
  esATT 0 , 
где T = 0;   20 2
1
zJT  ;   )cos1(2

l
mgmghAes . 
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Тогда   )cos1(
22
1 2  
l
mgJ z . 
Учитывая   
3
2ml
J z  ,   ml
S
2
3
 , найдем зависимость импульса от 
угла, на который повернется стержень: 
 
3
)cos1(
2


gl
mS . 
Б. Центр удара 
Величина ударной реакции подшипников и ее импульс зависят от 
положения точки, в которой наносится удар, а также от его направления. 
Появление ударных реакций нежелательно, так как может привести к раз-
рушению подшипников или укорочению срока их службы. Выясним усло-
вия, когда удар, приложенный к твердому телу, не передается на подшип-
ники, в которых закреплено это тело. 
Центром удара называют точку тела с неподвижной осью вращения, 
обладающую тем свойством, что приложенный к телу в этой точке удар-
ный импульс не вызывает ударных реакций в точках закрепления оси. 
Пусть имеем твердое тело, которое может вращаться вокруг непо-
движной оси Oz (рис 19.11). Тело имеет плоскость материальной симмет-
рии, которую совместим с плоскостью чертежа, С – центр тяжести тела, 
ОС = а. По телу нанесен удар в плоскости рисунка. Введем оси координат, 
приняв неподвижную точку О за начало координат, ось Ох направляем 
через точку С. Пусть в начальный момент времени t = 0 угловая скорость 
тела равна нулю, ω0 = 0. Скорость 
центра тяжести после удара uc = aωτ. 
Применив теорему об изменении ко-
личества движения при ударе в про-
екциях на оси Ох и Оу, получим 
0 = Sx + S1;      Muc = Sy + S2. (19.18) 
Для того чтобы удар не переда-
вался на подшипники, необходимо 
выполнение условий: S1 = S2 = 0. То-
гда из уравнений (19.18) получаем 
Sx = 0,   Sy = Muc = Maωτ. 
Используя теорему моментов 
при ударе, имеем 
Рис. 19.11 
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zz
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J
Sh
J
Sm

)(
0

  , 
откуда Sy = S. 
Тогда Sx = 0, SJ
MaSh
S
z
y  . 
Из последнего выражения находим расстояние до точки К, в которой 
должен быть приложен ударный импульс: 
 
Ma
J
h z . (19.19) 
Следовательно, чтобы при ударе не возникали ударные реакции, 
необходимо выполнение условий: 1) удар должен быть направлен перпен-
дикулярно к прямой, соединяющей центр тяжести с осью вращения;          
2) прямая, на которой расположен импульс ударной силы, должна нахо-
диться от оси вращения на расстоянии h. Точка К будет центром удара. 
В примере 19.1 центр удара будет находиться от оси вращения на 
расстоянии 
 l
ma
J
h z
3
2
 ,    т. к.  
3
2ml
J z  ,    2
l
a  . 
В частном случае, когда центр тяжести лежит на оси вращения, цен-
тра удара не существует. В этом случае удар всегда будет передаваться на 
подшипники. 
В. Плоское движение тела 
Если к твердому телу, совершающему плоское движение, приклады-
ваются ударные силы, причем движение после окончания удара остается 
плоским, то изменение скоростей за время удара определяется теоремами 
об изменении количества движения и кинетического момента. Для рас-
сматриваемого случая плоского движения они имеют следующий вид: 
 
e
scc SuM

)v( ,    )()( 0
e
sczcz SmJ

 , (19.20) 
где esS

 – внешние импульсы ударных сил; )( escz Sm

 – их момент относи-
тельно оси, проходящей через центр масс; ccu v,

 – скорость центра масс 
после и до удара; ωτ, ω0 – угловая скорость тела после и до удара. К урав-
нениям (19.20) должны быть добавлены условия, определяющие характер 
удара (коэффициент восстановления k). 
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19.5. Потеря кинетической энергии при ударе. Теорема Карно 
Теорема об изменении кинетической энергии в выведенной ранее 
форме в случае удара не может быть использована, так как перемещения-
ми точек во время удара пренебрегают и поэтому нельзя непосредственно 
подсчитать работу сил. При ударе происходит изменение скоростей точек 
соударяющихся тел, следовательно, будет происходить изменение кине-
тической энергии. Вследствие внутреннего трения в материале, остаточ-
ных деформаций и нагревания при ударе происходит "потеря" кинетиче-
ской энергии. "Потерю" кинетической энергии следует понимать как пе-
реход ее в иные виды энергии. 
Найдем потерю кинетической энергии в случае прямого удара мате-
риальной точки о неподвижную поверхность (рис. 19.12). 
Кинетическая энергия в начале удара 20 v2
1
mT  , 
в конце удара – 2
2
1
muT  . Потеря энергии при ударе 
TTT  0 ,   )v(2
1 22 umT  . 
Коэффициент восстановления в рассматривае-
мом случае v
u
k 
,  тогда u = kv и 
 )1(v
2
1 22 kmT  . 
Найдем изменение скорости точки за время удара:  
 vv

 u ,  )1(vvv ku 

, 
откуда k


1
v
v

. 
Подставив значение v в выражение потери кинетической энергии ΔT, 
получим 
 
)1(
)1(
v
2
1 2
2
2
k
k
mT 




, 
или, после упрощения, 
 k
k
mT



1
1
v
2
1 2
.
 (19.21) 
Рис. 19.12 
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Величину v

  называют потерянной при ударе скоростью, а 
2
v
2
1 
m
– кинетической энергией, соответствующей потерянной при ударе скоро-
сти. Итак, получаем: потеря кинетической энергии при ударе равна кине-
тической энергии, соответствующей потерянной скорости, умноженной 
на коэффициент k
k


1
1
.  Эта теорема была получена в общем случае 
Л. Карно1. 
При соударении двух движущихся тел потеря кинетической энергии 
равна кинетической энергии, соответствующей потерянным скоростям 
каждого тела и умноженной на коэффициент k
k


1
1
: 
 



 


 222
2
11 v2
1
v
2
1
1
1 
mm
k
k
T
, (19.22) 
где 111 vv

 u
;  222
vv

 u . 
Если удар является абсолютно неупругим и одно из тел до удара бы-
ло неподвижным, имеем 
v2 = 0; k = 0;  21
11v
mm
m
u


 – скорость после удара; 
2
110 v2
1
mT 
, 
221
2
u
mm
T


 – выражение кинетической энергии в момент начала и 
конца удара. 
Подставив значение u в выражение для Тτ, получим 
 
0
21
1
2
21
2
1
2
121
)(
v
2
T
mm
m
mm
mmm
T 






, 
или 
 
0
1
21
1
T
m
m
T

 . 
Потеря кинетической энергии в этом случае 
                                               
1 Л. Карно (1753–1823) – выдающийся французский ученый и общественный деятель. 
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0
21
2
0 Tmm
m
TTT

  ,   или    0
2
1 1
1
T
m
m
T

 . 
Таким образом, потеря  кинетической энергии при ударе ΔT и 
оставшаяся после удара кинетическая энергия Tτ составляют определен-
ные части от энергии ударяющего тела. Эти части зависят только от от-
ношения масс соударяющихся тел.  
Рассмотрим два случая: 
1) m1 >> m2. Масса ударяющего тела значительно больше массы тела, 
по которому наносится удар. В этом случае 
0
1
2 
m
m
  и 0TT  ; потеря ки-
нетической энергии незначительна. Это явление мы наблюдаем при за-
бивке свай, при забивке гвоздей; 
2) m2 >> m1. Масса ударяющего тела значительно меньше массы те-
ла, по которому наносится удар. В этом случае 
0
2
1 
m
m
, 0TT  ,  0T , 
т.е. почти вся кинетическая энергия теряется и тела после удара остаются 
почти неподвижными. Это происходит, например, при ковке металла. Масса 
поковки и наковальни вместе значительно превосходят массу молота. 
Рассмотрим примеры, иллюстрирующие явление удара. 
Пример 19.2. Груз весом P1 падает без начальной скорости с высоты 
h на плиту весом Р2, укрепленную на пружине жесткости с. Найти макси-
мальное сжатие пружины λmax после удара, предполагая, что удар абсо-
лютно неупругий (рис. 19.13). 
Решение. Разобьем решение задачи на три 
этапа: 1) движение груза до начала удара;         
2) удар груза о плиту; 3) движение груза с пли-
той после окончания удара. Скорость груза в 
конце каждого этапа является начальной скоро-
стью для следующего этапа. 
Первый этап. Применяя теорему об изме-
нении кинетической энергии на перемещении h, 
найдем скорость груза перед началом удара: 
ghm
m
1
2
1
2
v
 ,    gh2v1  . 
Рис. 19.13 
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Второй этап. Рассмотрим удар, включив в систему груз и плиту. На 
систему действуют неударные (обычные) силы тяжести Р1, Р2 и сила 
упругости пружины, а также ударные силы взаимодействия. Так как 
внешних ударных сил нет, то количество движения системы при ударе не 
изменяется: 
0QQ  ,   (m1 + m2)u = m1v1. 
Отсюда 
21
11v
mm
m
u

 . 
Третий этап. Используя теорему об изменении кинетической энер-
гии на перемещении системы из положения, где произошел удар, в самое 
нижнее положение, где деформация пружины максимальна, получим зна-
чение λmax: 
 
)λλ(
2
)λλ)((
2
)(
0 21
2
21221
2
21 


c
PP
umm , 
где c
P2
1λ 
 – начальное сжатие пружины; 
 λ2 = λmax – конечное, максимальное сжатие.  
Разрешив квадратное уравнение относительно λmax, найдем опреде-
ляемую величину сжатия пружины: 
 
c
ummcP
c
PP 221
2
121
max
)(
λ



 . 
Пример 19.3. Однородный стержень весом Р1 и длиной ОА = l пада-
ет без начальной скорости из горизонтального положения, вращаясь во-
круг неподвижной оси О. В вертикальном положении он ударяет груз ве-
сом Р2. Считая удар абсолютно неупругим, найти путь, пройденный гру-
зом после удара, если поверхность шерохо-
ватая, f – коэффициент трения скольжения 
(рис. 19.14). 
Решение. Найдем угловую скорость 
стержня в начале удара. Для этого приме-
ним теорему об изменении кинетической 
энергии на перемещении стержня из гори-
зонтального положения в вертикальное: 
 ATT 0 ; 
Рис. 19.14 
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2
0
2 1
2
0
l
PJ 

;    
0
1
J
lP
 . 
Затем рассмотрим удар стержня о груз. Применим теорему об изме-
нении кинетического момента системы при ударе, включив в систему 
стержень и груз. Ударными силами являются силы взаимодействия этих 
тел (внутренние ударные силы) и реакции подшипников (внешние удар-
ные силы). В рассматриваемом случае   0)(0
eSm

 и кинетический мо-
мент системы относительно оси вращения не будет изменяться. Кинетиче-
ский момент системы в начале удара K0 = J0ω, а в конце удара 
ulmJK 200  
  . Так как удар является абсолютно неупругим, то и = ωτl. 
Следовательно, имеем 
 020 Julml
u
J  ;   
2
20
0
lmJ
lJ
u



. 
С такой скоростью начнется движение груза. 
Для определения пути, пройденного грузом, применим теорему 
об изменении кинетической энергии к грузу: 
 
sF
um

2
0
2
2
, 
где F  =  f P 2  – сила трения. Таким образом, путь груза до остановки 
 fg
u
s
2
2

. 
Пример 19.4. Колесо массой т и радиусом r, катясь без скольжения 
по горизонтальной направляющей ВВ', наталкивается на уступ А и, оги-
бая его, поднимается на горизонтальную поверхность АА' (рис. 19.15). 
Высота уступа h. Удар колеса об 
уступ абсолютно неупругий, скольжение 
при ударе и при огибании уступа отсут-
ствует. Определить, какова должна быть 
скорость центра С колеса перед ударом, 
чтобы колесо вкатилось на верхнюю 
направляющую. При заданной скорости  vc 
до удара определить импульс ударной ре-
акции уступа S ,  записать условие отсут-
ствия проскальзывания, если коэффициент 
Рис. 19.15 
А А' 
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трения скольжения при ударе f. Колесо считать однородным круглым дис-
ком. Принять числовые данные: т = 40 кг, r = 0,5 м, h = 0,2 м, k = 0 
– абсолютно неупругий удар. 
Решение. До удара колесо катилось без скольжения  по поверхности 
ВВ', и его угловая скорость v
0
v
CP
c
, где vc – скорость центра С перед 
ударом; Pv – мгновенный центр скоростей. При ударе о выступ А на коле-
со действует ударная реакция, импульс которой разложим на составляю-
щие SF и SN, направленные по касательной и нормали к поверхности коле-
са (рис. 19.16). По окончании удара колесо будет поворачиваться вокруг 
точки А, где находится мгновенный центр скоростей. Скорость центра ко-
леса после удара ис перпендикулярна радиусу АС, ω – угловая скорость 
колеса. Уравнения плоского движения при ударе: 













 


,
v
2
1
,)sinv0(
,)cosv(
2 rS
rr
u
mr
Sm
Sum
F
cc
Nc
Fcc


 (19.23) 
где 
22
1
sin;cos hrh
rr
hr


 
. 
Из уравнений (19.23) определяются три неизвестные величины u c ,  
S F ,  S N  как функции от v c .  Перепишем уравнения в виде 
 Fcc Sum  )cosv(  , 
 
Fcc Sum  )v(2
1 , 
откуда 
 sinvcN mS  ,    )cos1(v3
1
 cF mS ,    )cos21(v3
1
 ccu . (19.24) 
Для определения величины скорости vc, при которой колесо вкаты-
вается через уступ на горизонтальную поверхность АА', применим теоре-
му об изменении кинетической энергии при перемещении колеса на по-
верхность АА' после удара (поворот вокруг  точки А на угол α).                    
На рис. 19.17 показано это перемещение. 
  ATT 0 ,  
Рис. 19.16 
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где 
2v
4
3
mT 
;    
2
0 4
3
cmuT 
;    mghA  ,     
откуда   
ghuc 3
4
v 22 
.  
Для того чтобы подъем был возмо-
жен, должно выполниться условие 
ghuc 3
42  . 
Подставив uc из (19.24), получим 
ghc
3
4
)cos21(
9
v 2
2
  , 
или 
 hr
ghr
c 23
32
v


. (19.25) 
Приняв hr
ghr
c 23
32
v


 из уравнения (19.24), вычислим uc, SF, SN. 
Условие отсутствия проскальзования при ударе SF ≤ fSN. 
19.6. Приближенная теория гироскопа. Виды гироскопов,               
основные допущения, основное уравнение приближенной 
теории гироскопа 
В современной технике широко применяются различные гироскопи-
ческие устройства. Они используются в качестве стабилизаторов, навига-
ционных приборов, измерителей скоростей и ускорений и т.п. 
Большая точность движения космических кораблей, баллистических 
ракет в значительной степени объясняется наличием в их системах управ-
ления различных гироскопических устройств.  
Основным элементом всех гироскопических устройств является ги-
роскоп1. Гироскопом называется тяжелое твердое тело, имеющее ось 
материальной симметрии и вращающееся около неподвижной точки, 
лежащей на этой оси. Ось симметрии называется осью гироскопа. В тех-
нике гироскопы обычно выполняются в виде массивных сплошных или 
полых цилиндров. 
                                               
1 Слово гироскоп составлено из двух греческих слов: «гирос» – вращение и "скопейн" – 
наблюдаю. Это название ввел французский физик Фуко, пользовавшийся гироскопом для 
наблюдения за вращением Земли. 
 
Рис. 19.17 
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Если неподвижная точка совпадает с центром масс гироскопа и ось 
его может совершать любые вращения вокруг него, то гироскоп называет-
ся уравновешенным или свободным. Закрепление центра масс уравнове-
шенного гироскопа обычно осуществляется при помощи карданова подве-
са (рис. 19.18). Карданов подвес состоит из рамы 1, которая может вра-
щаться вокруг горизонтальной оси АВ, а эта ось вместе со 2-й рамой мо-
жет вращаться вокруг вертикальной оси CD. Все три оси – ось гироскопа 
О1О2, оси АВ и CD – пересекаются в центре масс О гироскопа. При вы-
полнении карданова подвеса добиваются уменьшения трения осей в под-
шипниках до минимума, а также сильного уменьшения массы рам по 
сравнению с массой гироскопа. В точных гироскопических устройствах 
применяют подвесы, исключающие подшипники. Такой гироскоп, ось ко-
торого может совершать любые вращения вокруг неподвижной точки, 
называется гироскопом с тремя степенями свободы, так как для описания 
движения его необходимо задание трех независимых параметров. Если у 
свободного гироскопа закрепить вторую раму, то получим гироскоп с дву-
мя степенями свободы (рис. 19.19). 
Гироскоп является твердым телом, имеющим одну неподвижную 
точку. Задача о движении тела с одной неподвижной точкой является 
очень трудной. Ее точное решение было выполнено в трех классических 
случаях замечательными учеными Л. Эйлером, Ж. Лагранжем и С. Кова-
левской. После Ковалевской этой задачей занимались многие, главным 
образом русские механики, которые получили решение в некоторых част-
ных случаях. 
Рис. 19.18 
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Рис. 19.19 
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Для облегчения решения задачи пользуются некоторыми упрощаю-
щими допущениями, делающими теорию гироскопа приближенной. Поль-
зование приближенной теорией гироскопа приводит к результатам, во 
многих случаях удовлетворяющим техническую практику. 
 
Основные допущения приближенной теории гироскопа 
Рассмотрим гироскоп, вращающийся с большой угловой скоростью 
ω вокруг своей оси Oz, закрепленной в точке О и занимающей вертикаль-
ное положение (рис. 19.20). Вектор ω направлен по оси Oz. Момент коли-
чества движения гироскопа относительно точки О вследствие симметрии 
будет направлен также по оси гироскопа. Его проекция на эту ось будет 
равна Jzω, где Jz – момент инерции гироскопа относительно его оси. Итак, 
 KO = Jzω. (19.26) 
Пусть теперь ось гироскопа изменяет свое направление в прост-
ранстве, поворачиваясь с угловой скоростью ω1 вокруг некоторой оси Oz1, 
проходящей через неподвижную точку О (рис. 19.21). 
Движение гироскопа будет сложным, состоящим из относительного 
вращения вокруг оси Oz и переносного вращения вокруг оси
 
Oz1. Абсо-
лютная угловая скорость гироскопа, 

 1a , не будет направлена по 
оси гироскопа. Также не будет направлен по этой оси и вектор OK

. Но по-
скольку в технике угловая скорость  ω вращения гироскопа вокруг своей 
оси, называемая угловой скоростью собственного вращения и измеряемая 
Рис. 19.20 
O
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десятками тысяч оборотов в минуту, во много раз превышает ω1, то при 
вычислении OK

последней пренебрегают. Таким образом, приближенная 
теория гироскопа основывается на следующих допущениях: 
1) вектор OK

 – момент количества движения гироскопа отно-
сительно точки О – направлен по оси гироскопа; 
2) величина вектора OK

 принимается равной 

zJ . Заметим, что 
в приближенной теории гироскопа пренебрегают ω1 – угловой скоро-
стью вращения оси гироскопа – только при вычислении OK

; в 
остальных случаях она учитывается. 
Теорема Резаля 
Изучение движения гироскопа проводят с помощью теоремы об 
изменении момента количества движения системы в форме, которую 
ей придал Резаль. Ранее была получена следующая формула, выра-
жающая теорему об изменении момента количества движения систе-
мы: 
 eО
O M
dt
Kd 

 .  
Здесь OK

 – момент количества движения системы относительно не-
подвижного центра О, а 
e
ОM

 – главный момент внешних сил, действую-
щих на систему, относительно того же центра. При движении системы 
вектор OK

 изменяется и по модулю, и по направлению. Конец его описы-
вает некоторую кривую, которая будет годографом этого вектора                    
(рис. 19.22). Производная по времени от вектора OK

 будет скоростью точ-
ки В конца вектора OK

, поэтому 
 
e
О
O M
dt
Kd
u


, (19.27) 
т. е. скорость конца вектора – момента количества движения си-
стемы относительно неподвижного центра – равна главному мо-
менту внешних сил относительно того же центра. Это и есть спе-
цифическая формулировка теоремы об изменении момента ко-
личества движения системы, которую дал Резаль. Она часто называ-
ется теоремой Резаля. 
Основное  уравнение приближенной теории гироскопа 
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Пусть на гироскоп действуют силы, главный момент которых отно-
сительно неподвижной точки О равен 
e
ОM

 (рис. 19.23). Скорость u

 конца 
вектора OK

 равна 
e
ОM

. С другой стороны, выражая в известной формуле 
ru

  для скорости точки тела, вращающегося вокруг неподвижной 
точки, r

 через OK

, получаем 
 
e
ОO MKu

 1 , 
или 
 
e
Oz MJu

 1 . (19.28) 
Это уравнение является основным уравнением приближенной тео-
рии гироскопа. Здесь 

 – угловая скорость собственного вращения гиро-
скопа, a 1

 – угловая скорость вращения оси гироскопа вокруг неподвиж-
ной точки. 
 
19.7. Основные свойства гироскопа с тремя степенями                      
свободы. Регулярная прецессия оси гироскопа 
Основное уравнение (19.28) объясняет свойства, которыми обладает 
гироскоп. Рассмотрим некоторые из этих свойств. 
1. Ось уравновешенного гироскопа (см. рис. 19.18), на который не 
действуют силы (кроме силы тяжести), сохраняет постоянное направление 
в пространстве по отношению к инерциальной системе отсчета. 
Рис. 19.22 Рис. 19.23 
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Это свойство вытекает непосредственно из формулы (19.28): 
0eОM

, а следовательно, равна нулю скорость u

 конца вектора 
OK

, т. е. скорость точки В оси гироскопа, поэтому эта ось не изменя-
ет своего направления в пространстве по отношению к звездам. 
Свойство оси уравновешенного гироскопа, на который не действуют 
силы, сохранять свое направление в пространстве является одним из важ-
нейших его свойств. Оно широко используется в космических кораблях, 
ракетах, самолетах для того, чтобы придать им определенную ориентацию 
в пространстве. Так, если на космическом корабле на старте ориентиро-
вать ось уравновешенного гироскопа на некорую звезду, то эта ориента-
ция сохранится во все время полета корабля. 
2. Под действием силы, приложенной к оси гироскопа с тремя степе-
нями свободы, ось отклонится не в сторону действия силы, а в ту сторону, 
куда направлен момент этой силы, т. е. в направлении, перпендикулярном 
к линии действия силы. 
Пусть на гироскоп, имеющий неподвижную точку О, действует сила, 
параллельная оси Оу и отстоящая от неподвижной точки на расстоянии h 
(рис. 19.24). Момент этой силы относительно точки О будет направлен по 
положительной оси Ох и равен по модулю Fh. Вектор OK

, равный по мо-
дулю Jzω, направлен по оси гироскопа. Конец этого вектора – точка В оси 
– будет перемещаться согласно (19.28) со скоростью )(FMu O

 , а сам ги-
роскоп отклоняться в направлении вектора )(FMO

, т.е. перпендикулярно 
к линии действия силы F. Если в некоторый момент времени действие си-
лы прекратится, то и обратится в нуль и ось гироскопа остановится, а сам 
гироскоп будет вращаться вокруг этой оси, отклоненной от первоначаль-
ного положения на некоторый угол. 
3. Сила, действующая на ось гиро-
скопа в течение очень малого промежут-
ка времени, практически не изменяет 
направления этой оси. 
Положим, что сила F

 действовала 
на гироскоп (рис. 19.24) в течение очень 
малого промежутка времени Δt. За это 
время точка В оси гироскопа (конец век-
тора OK

) переместится в направлении 
вектора )(FMO

 в точку В1, повернув-
шись вокруг оси Оу на малый угол Δα. 
Рис. 19.24 
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Из (19.28) имеем FhJu z  )sin( 11  . Но 1

 перпендикулярна 

, по-
этому                        sin (ω1ω) = 1, кроме того, t



1
. Следовательно, 
Fh
t
J z 


. Отсюда 
 

zJ
tFh

. (19.29) 
Итак, за время действия силы F, т. е. за Δt секунд, ось гироскопа по-
вернется на угол Δα, а затем поворот прекратится, так как сила перестанет 
действовать. Как уже говорилось, угловая скорость собственного враще-
ния гироскопа и его момент инерции – очень большие величины, а выра-
жение FhΔt, вследствие малости Δt и конечности Fh, мало. Поэтому вели-
чина угла отклонения Δα ничтожно мала. Это и доказывает положение, 
что в случае действия на гироскоп кратковременной силы ось его сохра-
няет свое положение в пространстве. 
Регулярная прецессия оси гироскопа 
Под влиянием непрерывно действующей силы, приложенной к оси 
гироскопа с тремя степенями свободы, ось гироскопа будет совершать 
движение по конической поверхности с вершиной в неподвижной точке 
оси. Это движение оси гироскопа называется прецессией. 
Рассмотрим это явление на примере волчка. На волчок, ось которого 
образует с вертикалью угол α, действуют две силы: сила тяжести P

 и ре-
акция опорной точки N

(трением в опоре и сопротивлением воздуха пре-
небрегаем) (рис. 19.25). 
Если бы волчок не вращался вокруг сво-
ей оси, он бы под действием силы тяжести 
упал. Для исключения этого волчку сообщает-
ся достаточно большая угловая скорость ω. 
Конец вектора OK

 – точка В оси Оz волчка – 
движется в каждый момент времени со скоро-
стью u

, равной вектору момента силы Р отно-
сительно точки О, т.е. перпендикулярно к 
направлению силы Р. 
При этом движении ось волчка опишет 
коническую поверхность. Это движение оси 
волчка и будет прецессией. Найдем угловую 
 
Рис. 19.25 
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скорость ω1 прецессии волчка. Запишем (19.28) в следующем виде: 
Jzω1ωsinα = Plsinα, так как sinPlM
e
О  , где через l обозначено расстоя-
ние ОС. Отсюда 
 

zJ
Pl
1
. (19.30) 
Это и есть формула, определяющая скорость прецессии волчка. Эта 
скорость тем меньше, чем больше угловая скорость собственного враще-
ния волчка, и тем больше, чем меньше эта угловая скорость, что легко 
проверяется наблюдением за движением волчка. После его запуска ось 
прецесcирует медленно, так как угловая скорость, сообщенная волчку при 
запуске, большая. В результате сопротивления воздуха и трения оси об 
опору угловая скорость собственного вращения волчка уменьшается, что 
вызывает увеличение угловой скорости прецессии. Если угол α не изменя-
ется во время движения волчка, то прецессия называется регулярной. 
19.8. Гироскоп с двумя степенями свободы.                                                 
Гироскопический эффект, гироскопический момент 
Когда ось гироскопа изменяет свое положение в пространстве, т.е. 
прецесcирует, имеет место гироскопический эффект, заключающийся в 
появлении некоторого момента, называемого гироскопическим: 
 

 1гир zJM . (19.31) 
Наличием гироскопического момента, который, например, урав-
новешивает опрокидывающий момент силы тяжести, объясняется то, что 
вращающийся волчок не падает. 
Если ось гироскопа поворачивается в результате действия на нее ка-
ких-либо устройств, то говорят, что гироскоп совершает принудительную 
прецессию. Сами устройства испытывают давления в опорах. Эти давле-
ния называются гироскопическими. 
Рис. 19.26 
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Рассмотрим указанные явления на гироскопе с двумя степенями сво-
боды, у которого неподвижная ось АВ перпендикулярна к оси гироскопа 
(рис. 19.26). 
Гироскоп вращается с угловой скоростью ω, а рама 1 поворачивается 
вокруг оси АВ (оси прецессии) с угловой скоростью ω1 (ω>>ω1)                     
(рис. 19.26,а). Так как ось гироскопа совершает вынужденную прецессию, 
то точка В (конец вектора OK

) имеет скорость  u = ω1OB = Jzωω1. Но по 
теореме Резаля 
e
ОMu

 , где 
e
OM

 – момент внешних сил, действующих на 
гироскоп. Этот момент создают реакции подшипников А и В ( )и BA RR

. 
Очевидно, что эти реакции образуют пару сил, так как главный вектор 
сил, действующих на гироскоп, равен нулю (по теореме о движении цен-
тра масс 
eRaM

0 , 00 a

, следовательно, 0
eR

). 
По закону равенства действия и противодействия на раму со стороны 
гироскопа будут действовать равные и противоположные силы BA NN

и , 
также образующие пару сил (рис. 19.26,б). 
Пара сил ( BA NN

, ) называется гироскопической парой, а ее момент 
– гироскопическим моментом Мгир. Очевидно, 


 1гир z
e
O JuMM . 
Модуль гироскопического момента: 
 )sin( 11гир 


zJuM . (19.32) 
Таким образом, при вынужденной прецессии оси гироскопа на под-
шипники, в которых закреплена его ось, действуют гироскопические дав-
ления. Возникновение гироскопических давлений при прецессионном 
движении оси гироскопа и называют гироскопическим эффектом. 
С гироскопическим моментом всегда приходится иметь дело, когда 
ось вращения маховика, ротора, вала и т.д. изменяет свое направление в 
пространстве. Так бывает с осью турбины, установленной на теплоходе, 
которая изменяет направление в результате качки теплохода, с осью про-
пеллера при вираже самолета и т. п. 
Гироскопические давления, появляющиеся в результате действия ги-
роскопического момента, часто достигают очень больших значений; гиро-
скопический момент может вызвать и движение того тела, с которым 
скреплены подшипники. 
Правило Н.Е. Жуковского 
Из приведенных рассуждений вытекает простое правило нахождения 
направления давления на подшипники при вынужденной прецессии, а 
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именно: если оси гироскопа сообщить принудительную прецессию, то по-
являющийся при этом гироскопический момент будет стремиться крат-
чайшим путем установить ось гироскопа параллельно оси прецессии        
так, чтобы направления угловых скоростей собственного вращения и 
прецессии при этом совпали. Это правило называется  правилом Н. Е. Жу-
ковского. 
На рис. 19.26,б пара сил BA NN

, будет стремиться повернуть ось на 
прямой угол, чтобы совпали векторы 1и 

. 
Пример 19.5. Определить максимальные гироскопические давления 
на подшипники турбины, установленной на корабле, который подвержен 
качке вокруг оси z1, перпендикулярной к оси ротора турбины (рис. 19.27), 
с угловой амплитудой 
101

  рад и периодом Т = 20 с. Вес ротора                       
Р = 10000 Н, радиус инерции его относительно оси вращения ρz = 0,75 м, 
угловая скорость собственного вращения n = 15000 об/мин, расстояние 
между подшипниками АВ = l = 2,0 м.  
Решение. Угол φ при качке изменяется по закону 
T
tπ2
sin1  , сле-
довательно, ω1 – угловая скорость вынужденного вращения вокруг оси 
Oz1, 
T
t
T
t
T




2
cos
100
2
cos
2 2
11 

 рад/с. 
Угловая скорость собственного вращения ротора 

 500
30

n
рад/с. 
Рассчитываем гироскопический момент по формуле (19.32): 
Рис. 19.27 
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
10
cos500
100
75,0
8,9
10000 22
1
2
1гир
t
g
P
JM zz



 мН
10
cos89000
t
 
мкН
10
cos89 
t
. Давления NA и NB по модулю равны  
10
cos5,44
t
 кН,  
максимальные значения 44,5 Кн. Статические давления на                               
подшипники Nст = 5 кН. Как видим, гироскопические давления оказались 
в 8,8 раз больше статических.  
На рассмотренных свойствах гироскопа основано устройство раз-
личных гироскопических стабилизаторов, гироскопических навигацион-
ных приборов и приборов специального назначения. 
19.9. Применение теорем об изменении количества движения 
и кинетического момента к сплошной среде – уравнение 
Эйлера, турбинное уравнение Эйлера 
Рассмотрим некоторую сплошную среду, например жидкость или 
газ. Выделим объем V, ограниченный поверхностью S, и будем следить за 
движением этого объема, предполагая движение установившимся. 
Внешние силы, действующие на объем V со стороны остальной жид-
кости, а также и других внешних тел, можно разбить на две группы: 
1) силы массовые или объемные, т.е. такие, которые действуют на 
все частицы объема V – как внутренние, так и находящиеся на поверхно-
сти объема, например силы тяжести; 
2) силы поверхностные, действующие только на частицы, лежащие 
на внешней поверхности объема, например силы давления на поверхность 
V со стороны окружающей жидкости или твердых стенок, между которы-
ми движение происходит. К этой же группе сил относятся и силы трения 
выделенного объема об окружающую его жидкость или твердые стенки. 
Обозначим главный вектор внешних объемных сил eRоб

, а внешних 
поверхностных сил – eRпов

. Если количество движения жидкого объема 
равно Q, то по теореме об изменении количества движения имеем 
 ee RR
dt
Qd
повоб

 . (19.33) 
Предположим, что жидкость течет по трубе переменного сечения 
(рис. 19.28). Рассмотрим объем жидкости между двумя какими-нибудь 
плоскими перпендикулярными стенкам трубы сечениями 1-1 и 2-2. 
Пусть S1 и S2 – площади поперечных сечений, 21 vиv

 – средние по 
сечению скорости жидкости в этих сечениях, ρ1, ρ2 – плотность среды (пе-
ременная в общем случае). 
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Произведение ρvS определяет массу жидкости, протекающую через 
поперечное сечение в единицу времени – секундную массу. 
По закону сохранения массы ρ1v1S1 = ρ2v2S2 и секундная масса будет 
постоянной величиной: 
 M = ρ1v1S1 = ρ2v2
Нетрудно показать, что из-
менение Qd

 количества движения 
выделенного объема V за время dt 
будет  
dtMQd )vv( 12

 . 
Отсюда следует, что секунд-
ное изменение количества движе-
ния
dt
Qd

 в выделенном объеме 
)vv( 12


 M
dt
Qd
, (19.34) 
т. е. равно разности секундных ко-
личеств движения жидкости, протекающей через сечения, ограничиваю-
щие выделенный объем. 
С учетом (19.33) теорема об изменении количества движения для 
сплошной среды – теорема Эйлера – может быть записана в виде 
 ee RRM повоб12 )vv(

 , (19.35) 
т.е. изменение секундных количеств движения жидкости, протекающей 
через два каких-нибудь сечения трубы, равно сумме главных векторов 
объемных и поверхностных сил. 
Векторному уравнению (19.35) соответствуют три уравнения в про-
екциях на оси координат. 
Пример 19.6. Определить величину горизонтальной составляющей 
силы динамического (дополнительно к гидростатическому) давления воды 
N

 на колено трубы (рис. 19.29) диаметром d = 0,3 м, если скорость дви-
жения воды по трубе v = 2 м/с. Плотность воды ρ = 103 кг/м3. 
Решение. Воспользуемся теоремой Эйлера, проецируя (19.35) на ось 
Ox, учитывая v1 = v2 = v. 
Получаем 
Рис. 19.28 
1 1 
2 
2 
S1 
ρ1 
S2 
ρ2 
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4
vv
2
2 dMR

 . 
Подставляя численные значения, получаем 
 
283
4
3,014,3
210
2
23 

R Н.
 
По закону равенства дей-
ствия и противодействия давле-
ние воды на колено трубы               
N = R и приложено к опоре. 
Рассмотрим применение 
теоремы об изменении кинетиче-
ского момента к сплошной среде 
– турбинное уравнение Эйлера. 
Рассмотрим жидкость, про-
текающую через колесо турбины, 
которое вращается с постоянной 
угловой скоростью ω вокруг не-
подвижной оси (рис. 19.30). 
Применим теорему об изменении 
кинетического момента к сово-
купности частиц жидкости, заполняющей один из каналов между лопа-
стями турбин: 
)( esz
z Fm
dt
dK 
 , 
где )( esz Fm

 – главный момент относительно 
оси турбины (вертикальной оси Oz) внешних 
сил, приложенных к рассматриваемому объему 
жидкости. Этими внешними силами являются 
силы тяжести жидкости и реакции стенок ка-
нала. Но момент силы тяжести относительно 
оси Oz равен нулю, и следовательно, mz явля-
ется моментом реакции стенок. Последний ра-
вен по величине и противоположен по знаку искомому вращающему мо-
менту *zm , отнесенному к одному каналу колеса. Имеем 
 
dt
dK
mm zzz * . (19.36) 
Рис. 19.29 
 
  
 
O x 
Рис. 19.30 
O 
ω 
r1 
r
2
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α2 
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Нетрудно показать, что dKz – дифференциал кинетического момента 
жидкости, протекающей сквозь канал: 
 )cosvcosv( 111222  rrMdtdK z  , (19.37) 
где М –  секундная масса жидкости, протекающая через канал в еди-
ницу времени; 
 v1, v2 – абсолютные скорости жидкости на входе в колесо и на выходе 
из него; 
 α1, α2 – углы, характеризующие направление абсолютных скоростей; 
 r1, r2 – внешний и внутренний радиусы (рис. 19.30). 
Подставляя (19.37) в (19.36), находим искомый вращающий момент: 
 )cosvcosv( 222111*  rrMdt
dK
m zz  . (19.38) 
Уравнение (19.38) представляет собой турбинное уравнение Эйлера. 
Нетрудно видеть , что вращающий момент оказывается не завися-
щим от формы канала и обусловливается значением величин и направле-
ний абсолютных скоростей во входном и выходном сечениях. Формула 
(19.38) дает выражение момента, вращающего турбину, если под М подра-
зумевать секундный массовый расход жидкости через все каналы колеса 
турбины. 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Какое явление называется ударом? Почему при ударе за малый проме-
жуток времени скорость изменяется на конечную величину? 
2. Какие допущения используются в элементарной теории удара? Как за-
писывается основное уравнение теории удара? 
3. Как формулируются теоремы об изменении количества движения и 
кинетического момента системы при ударе? 
4. Как изменяется угловая скорость вращающегося тела при ударе? 
5. Как формулируется теорема о потере кинетической энергии при ударе 
(теорема Карно)? 
6. Какие основные допущения принимаются в приближенной теории ги-
роскопа? Как записывается основное уравнение приближенной теории 
гироскопа? 
7. Какими основными свойствами обладает гироскоп с тремя степенями 
свободы? Как объяснить появление гироскопического давления для 
гироскопа с двумя степенями свободы? 
8. Какой вид принимает теорема об изменении количества движения для 
сплошной среды? 
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9. Как записывается выражение для момента, вращающего колеса гид-
равлической турбины (турбинное уравнение Эйлера)? Какая теорема 
динамики используется для получения этого уравнения? 
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Ж. Даламбер (1717–1783) 
Глава 20. Принцип Даламбера 
 
Принцип Даламбера является теоретической основой метода кинето-
статики, т.е. приема, позволяющего уравнениям движения придать вид 
уравнений статики. Этот метод Даламбер1 изложил в трактате "Динами-
ка", вышедшем в свет в 1743 году. В трактате ученый решил задачу – за-
писать уравнения движения точки и точек системы в форме уравнений 
равновесия. Следует отметить, что этот принцип еще раньше был сформу-
лирован и применялся Я. Германом2 и 
Л. Эйлером3, работавшими в Петер-
бургской академии наук, и получил по-
этому название "Петербургского прин-
ципа". По установившейся традиции 
будем называть этот принцип механики 
принципом Даламбера, хотя правильнее 
его было бы назвать принципом Герма-
на-Эйлера-Даламбера. В середине XIX 
в. в трактовке принципа было использо-
вано понятие "сила инерции материаль-
ной точки", что сделало его удобным 
для решения задач. Новая трактовка 
принципа Даламбера с использованием 
понятия силы инерции является осно-
вой важного метода технической меха-
ники – метода кинетостатики, который 
заключается в применении методов ста-
тики для динамических расчетов меха-
низмов и машин. 
 
20.1. Сила инерции материальной точки 
Рассмотрим движущуюся материальную точку М массой m (рис. 20.1). 
Пусть F

 и N

 – равнодействующие активных сил и сил реакции связей,            
a

 – ускорение этой точки в некоторой инерциальной системе отсчета. 
                                                   
1 Ж. Даламбер (1717–1783) – французский ученый-механик и философ, профессор политех-
нической школы и член Парижской академии наук. 
2 Я. Герман (1678–1733) – швейцарский математик и механик. 
3 Л. Эйлер (1707–1783) – знаменитый математик, астроном и физик. За 30 лет работы в Рос-
сийской академии наук Эйлер создал большое количество работ по математике, механике 
твердого и упругого тела, гидромеханике и небесной механике. 
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Рис. 20.2 

1F

 
a

 
Силой инерции материальной 
точки называют силу, равную по 
модулю произведению массы точки 
на ее ускорение и направленную в 
сторону, противоположную ускоре-
нию: 
           ., maΦamΦ 

 (20.1) 
Силу Φ

 называют также да-
ламберовой силой инерции. 
Очевидно, сила Φ

 равна и 
противоположна равнодействую-
щей сил, приложенных к точке. Проекции силы инерции Φ

 на коорди-
натные оси определяются следующими формулами: 
а) на декартовы оси координат 
 ;,,  zmФymФxmФ zyх   (20.2) 
б) на естественные оси, связанные с траекторией точки, 
 .0,
v
,v
2
 bn ФmФsmmФ 


 (20.3) 
Составляющие силы инерции Φ

 вдоль естественных осей называют 
касательной силой инерции и нормальной, или центробежной, силой 
инерции. Следует отметить, что сила Φ

 к материальной точке не при-
ложена. Она равна геометрической сумме сил, с которыми движущаяся 
точка действует на тела, сообщающие 
ей ускорение ( в том числе и на связи) 
(рис. 20.2). 
Пусть B1, B2, …, Bn – тела, со-
общающие точке ускорение;   
{ nFFF

,...,, 21 } – система сил, прило-
женных к точке; {  nFFF

,...,, 21 } – си-
лы, приложенные к телам B1, B2, …, 
Bn. Сила инерции 
.  sFФ

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Рис. 20.3 
20.2. Принцип Даламбера 
Принцип Даламбера для материальной точки 
Рассмотрим движущуюся материальную точку М (рис. 20.1).             
Добавим к движущейся точке силу инерции 
amΦ 

  (рис. 20.3). 
Формулировка принципа: 
Если к движущейся материальной точке кро-
ме действующих на нее активных сил и реакций 
связей добавить силу инерции, то полученная си-
стема сил будет "уравновешенной" и для нее мож-
но составить уравнения статики. 
Математически принцип для материальной 
точки записывается в виде 
 { ФNF

,, }  0. (20.4) 
В данном случае получена система сил, приложенных в одной точ-
ке (система сходящихся сил), уравнения равновесия которых: 
в векторной форме  ;0 ФNF

 (20.5) 
в скалярной форме 0 xs ФX ;  0 ys ФY ;   0 zs ФZ . (20.6) 
Нетрудно убедиться, что из написанных уравнений вытекают второй 
закон  Ньютона и дифференциальные уравнения движения точки (после 
подстановки в (20.5) значения силы инерции (20.1), в (20.6) – проекций сил 
инерции zyx ФФФ ,,  и переноса соответствующих слагаемых в другую 
часть равенства). Поэтому можно считать, что уравнение (20.5) представля-
ет собой уравнение движения, записанное в форме уравнения равновесия. 
Принцип Даламбера часто 
используется для определения ре-
акций связей при движении или 
динамических реакций. 
Пример 20.1. Груз весом Р, 
подвешенный на невесомой и не-
растяжимой нити длиной l, отведен 
в горизонтальное положение и от-
пущен без начальной скорости. 
Определить натяжение нити в зави-
симости от угла поворота. 
Решение  
1. Рассматриваем движение гру-
за M, заменяя его материальной 
точкой и изображая в произволь-
ном положении (рис. 20.4). 
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Рис. 20.4 
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2. Устанавливаем силы, действующие на точку: активная сила P

, ре-
акция нити N

. 
3. Добавляем к точке силу инерции, раскладывая ее на касательную 
и нормальную составляющие. Модули составляющих: 
dt
d
mФ 
v
 ; 
l
mmФn
22 vv


, 
где  = l – радиус кривизны траектории точки М.  
Касательную и нормальную силы инерции направляем противопо-
ложно касательному  и нормальному ускорениям. 
4. Согласно принципу Даламбера полученная система сил будет 
"уравновешенной" и для нее можно составить уравнение статики 
 .0 nФФNP

  (а) 
Проецируя (а) на касательную и главную нормаль, получаем 
)  ;0cos   ФP  (б) 
n)  .0sin  nФNP   (в) 
Учитывая значения Ф  и nФ , находим 
l
m
PN
2v
sin   . 
Для определения скорости в зависимости от угла φ можно проинте-
грировать уравнение (б), воспользовавшись заменой: 
.
v
v
v
v
v






ld
d
ds
d
dt
d
  
После разделения переменных и интегрирования получим 
.sin2
v2
P
l
m
  
В этом случае динамическая реакция нити sin3PN  . При 
2

   
получаем N=3P и динамическая реакция в вертикальном положении в три 
раза больше статической. 
Отметим, что для определения скорости можно было применить 
теорему об изменении кинетической энергии на перемещение из M0 в M 
(использование механики Ньютона): 
sin
2
v2
Pl
m
 ,  откуда sin2
v2
P
l
m
 . 
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Рис. 20.6 
Принцип Даламбера для механической системы 
Рассмотрим движущуюся меха-
ническую систему, состоящую из n ма-
териальных точек (рис. 20.5). 
Выделим точку системы               
Ms (s = 1, 2, … , n) и покажем действу-
ющие на нее силы: sF

– равнодейству-
ющая активных сил; sN

– равнодей-
ствующая реакций связей (в активные 
силы и реакции связей входят как 
внешние, так и внутренние силы). 
Добавим к каждой точке системы силу инерции sss amΦ

                   
(рис. 20.6). 
 
Формулировка принципа: 
Если к каждой точке движущейся механической системы в любой 
момент времени, кроме действующих на нее активных сил и реакций свя-
зей, добавить силу инерции, то полученная система сил будет "уравнове-
шенной" и к ней можно применять все уравнения статики. 
Математическое выражение принципа: 
 0 SSS ФNF

    (s = 1, 2, … , n). (20.7) 
Принцип Даламбера для механической системы выражается сово-
купностью n векторных равенств, которые эквивалентны уравнениям 
движения точек системы. 
Из статики известно, что если система сил является уравновешен-
ной, то главный вектор этой системы и ее главный момент относительно 
произвольного центра равны нулю, причем по принципу отвердевания это 
справедливо как для твердого тела, так и для изменяемой механической 
системы. 
Разделив силы на внешние и внутренние, уравнения статики можно 
записать в виде 
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 ,0 Фe RR

  (20.8) 
 ,0 Фo
e
o MM

 (20.9) 
где Ф
e
RR

, – главные векторы внешних сил и сил инерции; учтено, что глав-
ный вектор внутренних сил 0
i
R

; 
Ф
o
e
o MM

, – главные моменты внешних сил и сил инерции относительно 
произвольного центра, при этом по свойству внутренних сил 0
i
oM

. 
Отметим, что уравнения "равновесия" можно составлять как в целом 
для механической системы, так и для любой ее части, применяя метод 
расчленения системы. 
Проецируя уравнения (20.8) и (20.9) на оси координат, получим 
шесть уравнений равновесия для пространственной системы и три урав-
нения – для плоской системы сил. 
Применение принципа Даламбера упрощает процесс составления 
уравнений движения, так как при этом используются простые методы ста-
тики. По существу, уравнения (20.7)  представляют уравнения движения 
точек системы, записанные в форме уравнений равновесия, а выражения 
(20.8), (20.9) – теоремы об изменении количества движения и кинетиче-
ского момента системы, записанные в форме уравнений равновесия. 
Метод кинетостатики, основанный на принципе Даламбера, широко 
используется в динамике механизмов при проведении силового расчета и 
определения сил взаимодействия звеньев механизма друг на друга. Решая 
задачи о движении твердых тел при помощи принципа Даламбера, прихо-
дится добавлять силу инерции в каждой частице тела, и следовательно, 
возникает задача об упрощении системы сил инерции. 
20.3. Приведение сил инерции точек твердого тела                                  
к простейшему виду 
Рассмотрим твердое тело, состоящее из n точек. Добавляя к каждой 
точке твердого тела силу инерции ),,2,1( nsamΦ sss 

 , получаем 
систему сил инерции (рис. 20.7). 
Рис. 20.7 
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В статике было доказано, что произвольная система сил, действую-
щих на тело, всегда эквивалентна силе и паре сил (теорема Пуансо о при-
ведении системы сил к центру). Следовательно, и силы инерции также 
можно всегда заменить силой и парой сил. За центр приведения в динами-
ке обычно берут центр масс тела. Найдем главный вектор сил инерции ФR

 
и главный момент ФM 0

 в общем случае движения тела, а также в некото-
рых частных случаях. 
Из уравнений 0 Ф
e
RR

, 000  Ф
e MМ

, теорем о движении центра 
масс ec RaM

  и изменения  кинетического момента eM
dt
Kd
0
0

  можно за-
писать: 
dt
Kd
MMaMRR
eФ
c
eФ 0
00,

 . 
Главный вектор сил инерции определяется по ускорению центра масс 
и массе тела, а главный момент – по кинетическому моменту тела отно-
сительно центра. 
Рассмотрим частные случаи движения тела . 
1. Поступательное движение. Разбив тело на частицы и добавив в 
каждой из них силы инерции, получим систему параллельных сил, так как 
ускорения всех точек равны и параллельны. Приняв центр масс за 
центр приведения (рис. 20.8), получим 
0,  Фcc
Ф MaMR

. 
Главный момент сил инерции равен 
нулю, так как тело вокруг центра масс не 
вращается ( 0
e
cM

). 
Система сил инерции заменена равно-
действующей, равной произведению массы 
тела на его ускорение, направленной против этого ускорения и приложен-
ной в центре масс. 
2. Вращение тела вокруг неподвижной оси, проходящей через 
центр масс, перпендикулярно плоскости материальной симметрии1. Пусть 
тело, имеющее плоскость симметрии П, вращается вокруг оси Cz, про-
ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости П (рис. 20.9). По-
скольку ас = 0,  то 0ФR

. 
 
 
                                                   
1Плоскостью материальной симметрии называется плоскость, относительно которой сим-
метричные точки имеют одинаковые массы.  
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Глава 20. Принцип Даламбера 
369 
Для нахождения главного момента сил инерции ФсM

 воспользуемся 
формулой 
dt
Kd
M cФс

 , где kKjKiKK czcycxc

 .  cK

– кинетический 
момент тела относительно центра масс, а Kcx, Kcy, Kcz – относительно ко-
ординатных осей. Нетрудно видеть, что 0 cycx KK , так как у сим-
метричных точек ss MM и количества движения одинаковы, а моменты 
их относительно осей Сх и Су отличаются лишь знаком. Величина 
czcz IK   – кинетический момент относительно оси вращения. 
В этом случае .
 
 czczcz
Ф
c JkJkdt
d
JM  
При вращении тела, имеющего плоскость симметрии, вокруг непо-
движной центральной оси, перпендикулярной этой плоскости, силы 
инерции приводятся к паре сил, расположенной в плоскости симметрии; 
момент этой пары равен главному моменту сил инерции относительно 
оси вращения 
 czcz JM  ε . 
Замечание  
1. Если тело вращается вокруг оси симметрии, то силы инерции также 
приводятся к одной паре, расположенной в плоскости, перпендикулярной 
оси вращения (рис. 20.10).  
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Пример 
 


cz
Ф
с JM  . 
2. Пусть ось вращения перпендикулярна плос-
кости материальной симметрии и не проходит 
через центр масс (рис. 20.11). 
В качестве центра приведения выберем 
точку О. Силы инерции приводятся к силе и             
паре: 
 c
Ф aMR

 ;        

oz
Ф
o JM  , 
где Joz  – момент инерции тела относительно оси OZ. 
На рис. 20.12 показаны различные случаи приведения сил инерции 
точек стержня длиной l и массой m, вращающегося в вертикальной плос-
кости; на рис. 20.12,а показаны силы инерции; на рис. 20.12,б центр при-
ведения сил инерции – точка C – центр масс стержня; на рис. 20.12,в центр 
приведения – точка O – точка подвеса; на рис. 20.12,г  центр приведения – 
точка D, находящаяся на расстоянии ⅔l от точки О (пара сил инерции и 
сила ФR

 приведены к одной силе). 
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Рис. 20.12 
Значения главного вектора и главного момента сил инерции: 
;
2

l
mR
Ф
   2
2

l
mR
Ф
n  ;  12
2ml
M ФС  ;  3
2ml
M ФO  ; 0
Ф
DM . 
Полезно вычислить главный момент сил инерции относительно точ-
ки О и убедиться, что во всех случаях он будет одинаков. 
3. Плоскопараллельное движение 
тела. Пусть тело имеет плоскость сим-
метрии и движется параллельно ей 
(рис. 20.13). Совместим плоскость 
симметрии с плоскостью чертежа. 
В качестве центра приведения 
выберем центр масс, который распо-
ложен в плоскости симметрии. В ней 
же расположены сила ФR

 и пара сил с 
моментом ФСM

. 
Главный вектор сил инерции то-
чек тела c
Ф aMR

  и приложен в центре приведения (центре масс); глав-
ный момент перпендикулярен плоскости симметрии: 
    CeCesCФС JMFmM . 
Таким образом, система сил инерции в этом случае приводится к 
силе ФR

, приложенной в центре масс, и паре сил, лежащей в плоскости 
симметрии. Знаки "минус" показывают, что сила ФR

 направлена против 
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ускорения центра масс, а момент пары ФСM

 – против углового ускоре-
ния. 
Замечание. При решении задач обычно вычисляют модули 
czc
Ф
JMMaR  Фcи , а направление сил инерции указывают на рисунке. 
При решении задач с помощью принципа Даламбера можно реко-
мендовать следующий план: 
1) выбрать движущийся объект (точку, механическую систему) и изобра-
зить его в произвольном положении; 
2) показать активные силы и реакции связей (для механической системы – 
внешние силы); 
3) добавить ко всем точкам силы инерции, приводя их к простейшему ви-
ду с учетом характера движения тел, входящих в систему. Записать 
модули сил инерции, указав направление на рисунке; 
4) составить уравнения равновесия для всей системы или ее части и найти 
неизвестные величины. 
Пример 20.2. Груз массой m2 поднимается с 
помощью каната, наматываемого на сплошной ци-
линдрический вал массой m1 и радиусом R                  
(рис. 20.14). На вал действует постоянный враща-
ющий момент Мвр. Пренебрегая сопротивлением и 
весом каната, определить угловое ускорение вала, 
натяжение каната и реакции подшипника. 
Вал вращается вокруг неподвижной оси, 
груз, который заменяем материальной точкой, 
движется прямолинейно. Если ω1 – угловая ско-
рость вала, то скорость груза v2 = Rω1. Аналогично 
связаны ускорения: a2 = Rε1. 
Решение  
1. Система: вал, канат, груз (рис. 20.15).  
2. Внешние силы (активные и реакции связей): 21вр21 ,,,, NNМPP

. 
Натяжение каната будет внутренней силой для системы.  
3. Добавляемые силы инерции: для груза Ф2 = m2a2 = m2Rε1; для вала,  
вращающегося вокруг оси, проходящей через центр масс перпендикуляр-
но плоскости материальной симметрии: 1
2
1
11 2

Rm
JM z
Ф
О  , где 
2
2
1
1
Rm
J z  . Силы инерции точек каната равны нулю, так как массой кана-
та пренебрегаем.  
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Рис. 20.14 
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4. Уравнения равновесия для плоской си-
стемы сил: 
  0SX ;  N1=0;  (a) 
  0SY ; -P1 - P2 + N2 - Ф2=0; (б) 
  0om  022вр  RФMRPM
Ф
o . (в) 
Подставляя значения сил инерции, находим 
 
  221
2вр
1
2
2
Rmm
gRmM


 ;  N1=0; N2 = (m1 + m2)g + m2Rε1. 
Для определения натяжения каната расчле-
ним систему и рассмотрим движение одного гру-
за, (рис. 20.16). На груз действуют силы  P

 и  3N

. 
Ускорение груза направлено вверх. Добавленная 
сила инерции 12222 RmamФ   направлена вниз. 
Уравнение "равновесия"  
  0SY ;   –P2 + N3 – Ф2 = 0;   N3 = m2(g + Rε1). 
Конечно, эту задачу можно было решить 
ранее рассмотренными способами: угловое уско-
рение ε1  найти с помощью теоремы об измене-
нии кинетического момента, опорные реакции N1 
и N2 – с помощью теоремы о движении центра 
масс системы, N3 – используя второй закон Нью-
тона. Принцип Даламбера дает еди-
ный метод составления уравнений 
движения любой механической си-
стемы. В этом заключается досто-
инство данного метода. 
Пример 20.3. Однородный 
круглый диск массой m и радиусом 
R вращается вокруг вертикальной 
оси под действием пары сил с мо-
ментом Мвр (рис. 20.17). 
Центр тяжести диска отстоит от 
оси вращения на расстояние ОС = а. 
Определить угловое ускорение дис-
ка, реакции подшипника B и подпят-
ника A, если OB = 2h, OA = h. 
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Решение 
1. Диск с осью (рис 20.18). 
2. Внешние силы: P

, врM , 1A

, 2A

, 
3A

, 1B

, 2B

 (система координат и 
опорные ракции связаны с враща-
ющимся диском). 
3. Силы инерции, приведенные к 
центру масс:  maс Ф  – касатель-
ная составляющая главного вектора 
сил инерции; 2Ф manс   – нормаль-
ная составляющая главного вектора 
сил инерции; 
2
2mR
JM cz
Ф
с   – 
главный момент сил инерции отно-
сительно центра масс. 
4. Уравнения равновесия для произвольной системы сил: 
  0SX ;  0Ф11  сBA ; (а) 
 0SY ; 0Ф22  nсBA ; (б) 
  0SZ ;  03 mgA ; (в) 
  0xm ;  0222  hBhAmga ; (г) 
  0ym ;  0211  hBhA ; (д) 
  0zm ;  0ФФвр  aMM сc  . (е) 
Подставляя значения сил инерции, находим 
 22
вр
2
2
aRm
M

 ; 
maA
3
2
1  ;  




  22 23

h
gma
A ;  mgA 3 ; 
maB
3
1
1  ;  




  22 3

h
gma
B . 
Пример 20.4. Тонкий однородный стержень ОА массой m и длиной l 
вращается вокруг вертикальной оси с постоянной угловой скоростью ω  
(рис 20.19). Определить реакцию шарнира и силу упругости пружины, при 
которой угол α остается постоянным. 
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Рис. 20.18 
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В данной задаче основное внимание следует обратить на приведение 
сил инерции точек стержня к простейшему виду, учитывая, что масса 
стержня равномерно распределена по всей длине (рис. 20.20). 
Рис. 20.20 
Направим вдоль стержня ось z и выделим элементарный участок 
стержня dz. 
Масса выделенного элементарного участка dz
gl
P
dm  . При равно-
мерном вращении стержня ускорение выделенного элемента равно нор-
мальной составляющей a = z sinα ω2. Тогда элементарная сила инерции 
dzz
gl
P
dmad 2ωαsinФ  . 
Нетрудно видеть, что ускорения точек стержня распределены по ли-
нейному закону, а силы инерции, приложенные к точкам стержня, пред-
ставляют систему параллельных сил (рис. 20.20, а). Эта система сил имеет 
равнодействующую, равную их сумме. Выполняя предельный переход, 
α 
O 
A 
Рис. 20.19 
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устремляя длину каждого элемента к нулю, а их число к бесконечности, 
получаем значение равнодействующей сил инерции: 
2
0
2 sin
2
sinФ Ф 
l
g
P
dzz
gl
P
d
l
   ; 
2sin
2
 Ф 
l
g
P
 . 
Следует отметить, что ускорение центра масс стержня 2sin
2
 
l
ac   
и равнодействующая равна главному вектору сил инерции. 
Для определения точки приложения равнодействующей сил инерции 
воспользуемся теоремой Вариньона о моменте равнодействующей отно-
сительно точки О:  cosФ Ф zdh , где в левой части записан момент 
равнодействующей относительно точки О , а в правой части – сумма мо-
ментов элементарных сил инерции относительно этой же точки. Подстав-
ляя Ф и dФ, получим 

l
dzz
gl
P
h
l
g
P
0
222 ωcosαsinωαsin
2
  , 
отсюда cos
3
2
 lh  , т.е. равнодействующая приложена в точке D на рас-
стоянии l
3
2
 от точки О. 
Дальнейшее решение задачи выполняется согласно плану. 
1. Система: стержень ОА (рис. 20.21). 
2. Внешние силы: P

, упрF

, 1O

, 2O

. 
3. Сила инерции Ф, приложенная в точке D, 2sin
2
 Ф 
l
g
P
 ; 
cos
3
2
 lh  . 
4. Уравнения "равновесия" для плоской системы сил:  
  0SX ;  0Ф1упр  OF ; (а) 
 0SY ; –P + O2 = 0; (б) 
  00m ; 0cos
3
2
cossin
2 упр
  lФlF
l
P . (в) 
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Из уравнения (в) находим силу упругости: 



 sin
3cos2
1
sin
3
1
tg
2
1 22
упр 








g
l
mg
g
Pl
PF . 
Составляющие реакции в точке О: 



sin
cos
3
6
1 2
1 






g
l
mgO ,                О2 = mg. 
Рассмотренные примеры свидетельствуют о том, что с помощью 
принципа Даламбера наиболее просто решаются те задачи, в которых 
нужно найти либо реакции связей, либо ускорения движущихся точек и 
тел. Большая практическая ценность принципа Даламбера, или метода ки-
нестатики, заключается в том, что, пользуясь силами инерции, можно 
придать уравнениям динамики форму уравнений статики, что позволяет 
пользоваться при решении динамических задач простыми методами ста-
тики. 
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Рис. 20.21 
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Вопросы для самопроверки 
1. Как направлена сила инерции для материальной точки, движущейся 
прямолинейно и замедленно? 
2. Как направлена сила инерции материальной точки при равномерном 
движении по криволинейной траектории? 
3. С каким ускорением должен двигаться вниз лифт, чтобы человек, 
находящийся в нем, не оказывал давления на пол, т.е. был в состоянии 
невесомости? 
4. Сформулируйте принцип Даламбера для механической системы. 
5. Учитываются ли внутренние силы в принципе Даламбера для механи-
ческой системы? 
6. На какие колеса (передние или задние) оказывает большее давление 
автомобиль: а) при ускоренном движении, б) при торможении? 
7. Как определяется главный вектор и главный момент сил инерции для 
твердого тела? 
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Глава 21. Моменты инерции твердого тела. Определение                     
динамических реакций подшипников                      
при вращении тела вокруг неподвижной оси 
21.1. Центробежные моменты инерции 
При изучении динамики вращательного движения твердого тела бы-
ло введено понятие о моменте инерции тела относительно оси как вели-
чине, характеризующей распределение массы в теле и являющейся мерой 
инерции тела во вращательном движении. 
Однако момент инерции тела относительно оси, или осевой момент 
инерции, не характеризует полностью инертные свойства вращающегося 
тела, в чем легко убедиться на следующем примере. Пусть две материаль-
ные точки М1 и М2 одинаковой массы прикреплены невесомыми стержня-
ми к вертикальной оси (рис. 21.1). 
Рис. 21.1 
 
В первом случае (рис. 21.1,а) они расположены симметрично отно-
сительно оси z, во втором (рис. 21.1,б) – симметрия нарушена. В обоих 
случаях осевые моменты инерции относительно оси z будут одинаковы 
22mhJ z  , а распределение масс – различное. При вращении вокруг оси z 
это будет сказываться в давлении на опоры. Во втором случае будут воз-
никать дополнительные боковые давления на опорные подшипники. Если 
точки тела расположены относительно оси асимметрично, то приходится 
пользоваться кроме осевого еще и центробежными моментами инерции 
тела. 
 
y 
z 
x 
h h 
z1 z2 
M1 M2 
y 
z 
x 
h 
h 
z1 
z2 
M1 
M2 
а б 
y1 = -h; y2 = h; z1 = z2 y1 = -h; y2 = h; z1 ≠ z2 
 
 
Часть 3. Динамика 
380 
Центробежными моментами инерции тела называются суммы про-
изведений масс точек тела на попарные произведения их координат. Будем 
обозначать центробежные моменты инерции через xyJ , yzJ , zxJ . Тогда 
 sssxy yxmJ ,  sssyz zymJ ,  ssszx xzmJ  или, в случае непрерыв-
ного распределения масс в теле,  xydmJ xy ,  yzdmJ yz ,  zxdmJ zx .       
А поскольку dxdydzdm  , где   – плотность тела, постоянная для одно-
родного тела и являющаяся функцией координат точки  zyx ,,   для 
неоднородного тела, то 
 
 

V
xy xydxdydzzyxJ ,, ;   
 

V
yz yzdxdydzzyxJ ,, ; 
 
 

V
zx zxdxdydzzyxJ ,, . 
Обратим внимание на следующее положение: осевые моменты 
инерции – существенно положительные величины, отличные от нуля; цен-
тробежные моменты инерции могут быть положительными, отрицатель-
ными и равными нулю. Так, в примере, рассмотренном выше, 
222111 zymzymJ yz  . В первом случае (а) 0yzJ , во втором (б) 0yzJ . 
Зная моменты инерции тела относительно координатных осей и цен-
тробежные моменты, можно найти момент инерции тела относительно 
любой оси, проходящей через начало координат. 
 
21.2. Момент инерции тела относительно оси заданного                    
направления 
Возьмем точку О за начало координат и проведем ось Оν, составляю-
щую с осями координат углы α, β, γ (рис. 21.2). Зная величины xJ , yJ , zJ , 
xyJ , yzJ , zxJ , вычислим момент инерции тела относительно оси Оν. 
Момент инерции произвольной точки sM  тела с координатами sx , 
sy , sz  и массой sm  относительно оси Оν равен 
2
sshm , где sss NMh   – 
длина перпендикуляра, опущенного из sM  на Оν. 
Момент инерции всего тела относительно оси Оν: 
 
2
sshmJ . (21.1) 
Выразим sh  через координаты точки и углы α, β, γ. Из прямоуголь-
ного треугольника ssMОN  имеем 
222
sss ONOMh  , 
где 2222 ssss zyxOM  ,  coscoscos ssss zyxON  . 
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Рис. 21.2 
 
Подставляя значения sOM  и sON  в выражение для sh , получаем 
   22222 coscoscos  sssssss zyxzyxh  . 
Умножая первую скобку на выражение 1coscoscos 222   , 
подставляя значения 2sh  в формулу (21.1), после несложных преобразова-
ний получаем выражение момента инерции относительно оси Оν: 
  coscos2coscoscos
222
xyzyx JJJJJ  
 coscos2coscos2 zxyz JJ  . (21.2) 
Такова формула для момента инерции тела относительно оси данно-
го направления. Пользуясь ею, можно найти момент инерции тела относи-
тельно любой оси, проходящей через точку О, если задано направление 
этой оси и известны моменты инерции тела относительно трех взаимно 
перпендикулярных осей, пересекающихся в точке О, и соответствующие 
этим осям центробежные моменты инерции. 
Следовательно, для вычисления момента инерции тела относительно 
произвольной оси, проходящей через начало координат (точку О), доста-
точно задать направляющие косинусы оси и найти шесть величин — три 
осевых и три центробежных момента инерции тела. 
Совокупность шести величин xJ , yJ , zJ , xyJ , yzJ , zxJ  образует 
симметричный тензор второго ранга, называемый тензором инерции тела. 
Использование тензора инерции при определении момента инерции тела 
относительно произвольной оси подробно рассмотрено в [1]. Тензорные 
величины играют большую роль в современной механике. Изучением 
правил действия над тензорами занимается тензорный анализ. 
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Замечание. Если начало координат взять в центре масс тела, то 
формула (21.2) вместе с теоремой Гюйгенса о зависимости моментов 
инерции тела относительно параллельных осей позволяют найти момент 
инерции тела относительно любой оси, как угодно ориентированной в 
пространстве и проходящей через любую точку. 
21.3. Эллипсоид инерции 
Для каждой оси, проходящей через начало координат, направляю-
щие косинусы имеют свое определенное значение, поэтому моменты 
инерции тела относительно этих осей будут различны. 
Выясним характер изменения момента инерции тела при изменении 
направления оси. 
Для этого отложим на каждой оси от точки О отрезок, равный 
νJ
1
, 
где J  – момент инерции тела относительно соответствующей оси, вы-
численный по формуле (21.2). Пусть отрезок, построенный на оси Оν, есть 
J
ОА
1
  (рис. 21.3). Обозначим координаты конца этого отрезка через x,                 
y, z. Тогда cosOAx  , cosOAy  , cosOAz  . Отсюда 
xJ cos , yJ cos , zJ cos . 
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Рис. 21.3 
Подставляя эти значения направляющих косинусов в (21.2) и сокра-
щая обе части на νJ , получим 
1222222  zxJyzJxyJzJyJxJ zxyzxyzyx .  (21.3) 
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Таково уравнение поверхности, на которой лежат концы отложен-
ных отрезков. Это поверхность второго порядка, не имеющая бесконечно 
удаленных точек, так как радиусы-векторы точек поверхности, равные 
νJ
1
,  не могут быть равными , иначе J  было бы равно нулю, чего быть 
не может. 
Единственная поверхность второго порядка, не имеющая бесконечно 
удаленных точек, есть поверхность эллипсоида или, в частном случае, шара. 
Таким образом, изменение моментов инерции тела относительно 
пучка осей, выходящих из точки О, представляется поверхностью эллип-
соида (или шара), центр которого совпадает с началом координат, так как 
уравнение эллипсоида не содержит членов с координатами в первой сте-
пени. Этот эллипсоид называется эллипсоидом инерции для данного тела 
в точке О. 
В каждой точке тела можно построить свой эллипсоид инерции, а 
следовательно, определить момент инерции тела относительно любой оси, 
проходящей через взятую точку, так как он обратен квадрату радиуса-
вектора точки пересечения этой оси с поверхностью эллипсоида инерции. 
21.4. Главные оси инерции и главные моменты инерции 
Каждый эллипсоид имеет три взаимно перпендикулярные оси – оси 
симметрии. Эти оси эллипсоида для каждой точки называются главными 
осями инерции тела для данной точки. 
Моменты инерции тела относительно главных осей инерции для 
данной точки называются главными моментами инерции тела для этой 
точки. 
Известно, что если за оси координат взять оси эллипсоида, то его 
уравнение не будет содержать членов с произведениями координат. 
Взяв за оси координат оси Ох1, Оу1, Oz1 (рис. 21.3) эллипсоида инер-
ции тела для данной точки О, получим вместо (21.3) следующее уравне-
ние эллипсоида инерции: 
 121
2
1
2
1 111
 zJyJxJ zyx . (21.4) 
Поскольку в уравнении отсутствуют члены с произведениями коор-
динат, то для главных осей центробежные моменты инерции равны нулю: 
0;0;0
111111
 zyzxyx JJJ . 
Если за оси координат взяты главные оси инерции Ох1, Оу1, Oz1 тела, 
то формула (21.2) для Iv приобретает вид 
 γcosβcosαcos 222
111 zyxv
JJJJ   (21.5) 
 
 
Часть 3. Динамика 
384 
и для нахождения моментов инерции тела относительно осей, проходя-
щих через точку О, достаточно вычислить только три главных момента 
инерции. 
Каждой точке тела соответствует свой эллипсоид инерции. Следова-
тельно, в каждой точке тела имеется три главных оси инерции, совпадаю-
щие по направлению с осями эллипсоида инерции. 
Эллипсоид инерции, соответствующий центру масс тела, называется 
центральным эллипсоидом инерции, а его оси – главными центральными 
осями инерции тела. 
Отметим без доказательства некоторые свойства главных осей. 
Теорема 1. Главная ось инерции тела для некоторой точки не являет-
ся главной осью инерции для других своих точек. 
Теорема 2. Главная центральная ось инерции является главной осью 
инерции тела для всех своих точек. 
Отметим разницу в свойствах главной и главной центральной осей. 
Главная центральная ось инерции является главной для всех точек тела, 
через которые она проходит, а главная нецентральная ось инерции являет-
ся главной осью инерции только для одной своей точки. 
В практике часто приходится находить моменты инерции тел, име-
ющих либо ось, либо плоскость материальной симметрии. 
В этих случаях можно использовать нижеследующие теоремы. 
Теорема 3. Если тело имеет ось материальной симметрии, то она яв-
ляется главной осью инерции для всех своих точек. 
Теорема 4. Если тело имеет плос-
кость материальной симметрии, то лю-
бая ось, перпендикулярная к ней, будет 
главной осью инерции тела для точки 
пересечения оси с плоскостью симмет-
рии. 
Пример 21.1. Тонкий однород-
ный стержень АВ длиной 2l и массой m 
прикреплен в точке О к вертикальной 
оси, образуя с ней угол φ (рис. 21.4). 
Вычислить моменты инерции стержня 
Jx, Jy и центробежный момент инер-          
ции Jxy. 
При вычислении моментов инер-
ции относительно осей Ox и Oy воспользуемся формулой (21.2), учитывая, 
что 
 
312
2
;0
22
111
mllm
JJJ yzx  . 
 y 
z 
x 
z1 
y1 x1 
φ 
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O 
Рис. 21.4 
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Для оси Ox: 
2
π
γ;πβ;
2
π
α   . Подставляя в (21.2), полу-
чаем 2
2
cos
3
ml
J x  . 
Для оси Oy:     
2
π
γ;
2
π
β;α   ,       соответственно 
2
2
sin
3
ml
J y  . 
При вычислении Jxy воспользуемся выражением  sssxy yxmJ , 
учитывая, что Ox1 и Oy1 – главные центральные оси инерции и 
  01111 sssyx yxmJ . Координаты произвольной точки Ms в системах 
x1Oy1 и xOy связаны соотношениями:  
 cossin
11 sss yxx  ; 
 sincos
11 sss
yxy  . 
Величина 
 
2
2sin
)(
2
2sin
2
2sin 2
1
2
1
2
1
2
1

sssssssxy zxmymxmJ  
   2sin
62
2sin
2
2sin
)(
2
11
2
1
2
1
ml
JJzym xysss 
 
. 
Пример 21.2. Однородный круглый диск массой M насажен на ось z, 
проходящую через его центр масс 
С (рис. 21.5). Ось симметрии 
диска z1  лежит в вертикальной 
плоскости симметрии yCz  и об-
разует с осью Cz угол φ. Радиус 
диска равен r.  Вычислить мо-
мент инерции диска относитель-
но оси z и центробежные момен-
ты инерции диска  Jxy, Jyz, Jzx. 
При вычислении момента 
инерции диска относительно оси 
Cz воспользуемся формулой 
(21.2), учитывая, что 
2
2
1
Mr
J z  ;  
 
x 
x1 
y y1 
z 
z1 
C 
φ 
Рис. 21.5 
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4
2
11
Mr
JJ yx  ; 011 yxJ ; 011 zyJ , 011 xzJ , так как оси Cx1, Cy1, Cz1 – 
главные центральные оси инерции. 
Для оси Cz   γ;
2
π
β;
2
π
α  и значение момента инерции 
  22
2
2
2
2
2
22 cos2sin
4
cos
2
sin
4
cossin
11

MrMrMr
JJJ zyz
. 
Поскольку ось Cx перпендикулярна плоскости материальной сим-
метрии, то центробежные моменты инерции Jxy = 0, Jzx = 0. Вычисление 
величины Jyz произведем с использованием выражения  sssyz zymJ , 
причем связь между координатами точки имеет вид 
 sincos
11 sss
zyy  , 
 cossin
11 sss
zyz  . 
Центробежный момент инерции Jyz: 
 
    .2sin
82
2sin
242
2sin
2
2sin
2
2sin
2
2sin
2
2sin
222
11
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1



MrMrMr
JJyxm
zxmzmymzymJ
zysss
ssssssssssyz










 
21.5. Определение динамических реакций подшипников                  
при вращении тела вокруг неподвижной оси 
Задача определения реакций подшипников вращающегося тела явля-
ется одной из важных инженерных задач. В современных машинах угло-
вые скорости вращающихся частей бывают значительными, динамические 
реакции, зависящие от них, могут быть очень большими, во много раз 
больше статических. Это вызывает значительную перегрузку подшипни-
ков, а также колебания фундаментов, нередко приводит к аварийным си-
туациям. Для решения задачи по определению реакций подшипников ис-
пользуем принцип Даламбера. 
Рассмотрим твердое тело, вращающееся вокруг вертикальной оси 
под действием сил nFFF



,,, 21  (рис. 21.6,а). 
Будем определять реакции подпятника А и подшипника В, разложив 
их на составляющие. Оси координат жестко свяжем с вращающимся       
телом. Расстояния от начала координат до точек А и В обозначим через              
a и b. 
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Рис. 21.6 
Пусть Ms – произвольная точка тела с координатами xs, ys, zs. Траек-
торией точки Ms является окружность радиусом hs. Из Рис. 21.6,б видно, 
что xs = hscosαs, ys = hssinαs. 
Используя формулы для координат центра масс вращающегося тела, 
запишем 
  sscssc ymMyxmMx , , 
где M – масса тела; 
 xc, yc – координаты центра масс в рассматриваемой системе коорди-
нат. 
Отметим, что  2ssz hmJ – момент инерции тела относительно             
оси z; sssyz zymJ  ,  ssszx xzmJ – центробежные моменты инерции 
тела. 
Согласно принципу Даламбера добавим к каждой точке тела силу 
инерции, разложив ее на касательную и нормальную составляющие. Тогда 
2,  ss
n
ss
n
ssssss hmamФhmamФ      (s = 1, 2, … , n), 
где ω и ε – угловая скорость и угловое ускорение тела. 
По принципу Даламбера совокупность заданных сил, реакций связей 
и сил инерции всех точек удовлетворяет уравнениям статики.  
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Составим шесть уравнений статики: 
   0SX ;    011 sxS ФBAX ; 
   0SY ;    022 syS ФBAY ; 
   0SZ ;   03AZS ; 
  0xm ;       022 sxsx ФmbBaAFm

; 
  0ym ;       011 sysy ФmbBaAFm

; 
  0zm ;       0szsz ФmFm

. 
Вычислим проекции сил инерции и их моменты относительно осей 
координат. 
Проекции сил инерции: 
;
sincos
22
2


ccssss
sssssssx
n
sxsx
MyMxymxm
hmhmФФФ




 
;2  ccsy
n
sysy MxMyФФФ    
     
;
cossin
22
2


zxyzssssss
sssssssssx
n
sxsx
JJzxmzym
zhmzhmФmФmФm



 

 
      ;2  yzzxsynsysy JJФmФmФm   

 
    .2  zssszsz JhmФmФm  

 
Система уравнений для определения опорных реакций имеет вид 
0211   ccs MyMxBAX ; 
0222   ccs MxMyBAY ; 
03  AZs ; (21.6) 
  0222   zxyzsx JJbBaAFm

; 
  0211   yzzxsy JJbBaAFm

; 
  0 zsz JFm

.  
Последнее уравнение есть дифференциальное уравнение вращатель-
ного движения тела вокруг неподвижной оси Oz, полученное ранее при 
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помощи теоремы об изменении момента количества движения. Из осталь-
ных пяти уравнений находятся составляющие реакций опор. 
Опорные реакции имеют статические составляющие, определяемые 
внешними силами, и динамические составляющие, определяемые силами 
инерции. Динамические составляющие опорных реакций равны нулю при 
выполнении следующих условий: 
xc = 0,  yc = 0. (21.7) 
Iyz = 0,  Izx = 0. (21.8) 
Условия (21.7) указывают, что центр масс тела находится на оси 
вращения; условия (21.8) – что ось вращения есть главная ось инерции те-
ла для точки O. Следовательно, в случае вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси динамические реакции будут равны нулю, если эта ось 
есть главная центральная ось инерции тела. Говорят, что в этом случае си-
лы инерции точек тела уравновешиваются, а само вращающееся тело 
уравновешено. 
Если вращающееся тело не уравновешено, то в технике применяют 
различные способы балансировки на специальных станках для того, чтобы 
уравновесить силы инерции точек тела. Способы уравновешивания сил 
инерции вращающихся тел излагаются в курсе теории механизмов и ма-
шин. 
Рассмотрим некоторые случаи неуравновешенности. 
Случай 1. Центр масс тела не лежит на оси вращения, но тело имеет 
плоскость материальной симметрии, перпендикулярную оси вращения Oz 
(рис. 21.7). 
Возьмем оси координат Ох и Оу в 
плоскости симметрии тела, в этой 
плоскости находится и центр масс тела. 
Покажем на рисунке лишь динамиче-
ские составляющие реакций (статиче-
ские составляющие, определяемые 
внешними силами не учитываем). 
Поскольку ось Оz – главная ось 
инерции тела для точки О, то  
0,0  yzxz II . 
Решая систему двух последних 
уравнений из (21.6), находим 
дин
1
дин
1 Ab
a
B  ,               дин2
дин
2 Ab
a
B  . 
y 
z 
x 
A 
B 
a 
b 
С 
O 
Рис. 21.7 
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Из полученных равенств следует, что полные динамические реакции 
на опорах А и В, т.е. реакции Адин и Bдин, являются силами параллельными, 
причем диндин A
b
a
B  . 
Равнодействующая этих реакций равна по модулю и противополож-
на по направлению Ф – главному вектору сил инерции всех точек тела, 
линия действия которого в этом случае проходит через центр масс тела. 
В  рассматриваемом случае неуравновешенность тела  называется 
статической, так как обнаружить, что центр  масс тела не лежит на оси 
вращения, можно при помощи статических испытаний. 
Случай 2. Центр масс тела лежит на оси вращения, но эта ось не яв-
ляется главной осью инерции тела (рис. 21.8). 
Поскольку хс = ус = 0, то первые два уравнения системы (21.6) обра-
щаются в следующие: 
0дин1
дин
1  BA , 
0дин2
дин
2  BA , 
т.е. составляющие динамических реакций 
равны по модулю и направлены в противо-
положные стороны, поэтому и полные ре-
акции в опорах А и В составляют пару с ал-
гебраическим моментом, равным 
Адин(a + b). Модуль 
   2дин22дин1дин AAA  . Из последних 
двух уравнений системы (21.6) находим 
  yzxz IIbaA 
2дин
1
1
, 
 2дин2 1  yzxz IIbaA  . 
Поэтому момент реактивной пары  диндин , BAM  
2242
yzxz II   . В рассматриваемом случае тело статически уравно-
вешено, а имеющуюся неуравновешенность называют динамической не-
уравновешенностью. Динамическую неуравновешенность нельзя обнару-
жить при помощи статических испытаний, она обнаруживается на специ-
альных стендах и устраняется в технике приемами, описываемыми в курсе 
теории машин и механизмов. 
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Рис. 21.8 
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Если центр масс тела не находится на оси вращения и тело не имеет 
плоскости материальной симметрии, то динамические реакции находятся 
при помощи общих уравнений (21.6). 
Нужно заметить, что часто при решении конкретных задач на опре-
деление динамических реакций пользуются не уравнениями  (21.6), а 
непосредственно применяют принцип Даламбера (см. пример 21.3). 
Пример 21.3. Центр масс маховика, вес которого Р, находится на 
расстоянии e от горизонтальной оси вращения. Маховик вращается с уг-
ловой скоростью, соответствующей п (об/мин). Маховик имеет плоскость 
симметрии, перпендикулярную к оси вращения. Расстояния от подшипни-
ков А и В до плоскости симметрии равны между собой и равны а. Опреде-
лить динамические составляющие реакций подшипников (рис. 21.9). 
Рис. 21.9 
Имеем случай статической неуравновешенности. Взяв точку О пере-
сечения оси вращения с плоскостью симметрии за начало координат си-
стемы, жестко скрепленной с маховиком, и выбрав оси, как показано на 
рисунке, получим 
хс = 0,    ус = е,    Ixz = 0,    Iyz = 0. 
Уравнения (21.6 ) имеют вид 
0дин1
дин
1  BA , 
02дин2
дин
2  MeBA , 
0дин2
дин
2  aBaA , 
0дин1
дин
1  aBaA . 
Решая эти уравнения, получим 
0дин1
дин
1  BA ,         g
nPeMe
BA
1800
π
2
222
дин
2
дин
2 

. 
 
z 
y 
x 
B A O 
C 
дин
2A  
дин
1A  дин
2B  
дин
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Итак, динамические реакции оказались по модулю равными 
g
nPe
1800
π 22
  
и, как нетрудно увидеть, непрерывно изменяющимися по направлению в 
плоскости, перпендикулярной оси вращения. Пусть P = 50 кН, е = 0,5 мм,          
n = 3600 об/мин. Произведя вычисления, найдем для динамических реак-
ции значения кН181дин2
дин
2  BA , что превышает статические более чем 
в семь раз. 
Пример 21.4. Маховик малой толщины, который можно принять за 
тонкий однородный диск, вращается с постоянной угловой скоростью, со-
ответствующей п (об/мин), вокруг горизонтальной оси, проходящей через 
центр масс маховика и образующей угол  φ с плоскостью маховика. Вес 
маховика Р, его радиус R. Расстояния между подшипниками и центром 
маховика одинаковы и равны а. Определить динамические составляющие 
реакций в подшипниках (рис. 21.10).  
Рис. 21.10 
Имеем случай динамической неуравновешенности. Выберем оси ко-
ординат Сх, Су, Сz, как показано на рисунке. Тогда координаты центра 
масс маховика хс = ус= zс = 0. Поскольку маховик вращается равномерно, 
то ε = 0. Ось Сх есть ось симметрии маховика, поэтому Izx = 0. 
Система уравнений (21.6) для определения динамических составля-
ющих опорных реакций примет следующий вид: 
A1 + B1 = 0;  (a) 
A2 + B2 = 0;  (б) 
A2a – B2a + Iyzω
2 = 0;  (в) 
-A1a+B1a = 0.  (г) 
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Вычисление центробежного момента инерции Iyz рассмотрено в при-
мере 21.2. 
2sin
8
2
g
PR
I yz  . 
Решая полученную систему (а) – (г), находим 
 A1 = B1 = 0 ;  2sin
16
2
2
22 ga
PR
BA  . 
Опорные реакции в случае неуравновешенности образуют пару сил. 
Пусть P = 20 Н, R = 20 см; n = 12000 об/мин; φ = 0,04 рад; a = 50 см. Тогда 
модуль динамических составляющих опорных реакций Н128022  BA , 
что превышает статические составляющие реакций в 128 раз. 
 
 
 
 
Вопросы для самопроверки 
 
1. Как вычислить момент инерции  твердого тела относительно нецен-
тральной оси, если известен момент инерции для центральной оси и 
расстояние между осями? 
2. Что нужно знать, чтобы найти момент инерции тела относительно 
произвольной (центральной) оси? 
3. Что называют центробежным моментом инерции тела? 
4. Как записать условие, чтобы координатная ось Ох являлась главной 
осью инерции для начала координат? 
5. Что такое статическая и динамическая неуравновешенности твердого 
тела при вращении вокруг неподвижной оси? 
6. При каких условиях не возникает дополнительных динамических ре-
акций подшипников у вращающегося тела? 
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Глава 22. Принцип возможных перемещений 
Принцип возможных перемещений является основным в аналитиче-
ской механике. Основы аналитической механики были заложены Эйлером 
уже в 1736 году в работе "Механика, или наука о движении, изложенная 
аналитически", посвященной динамике материальной точки. Выдающим-
ся событием в ранней истории этой науки стал выход в свет "Аналитиче-
ской механики" Лагранжа в 1788 году. Развитие аналитической механики 
со времен Лагранжа связано с именами многих прославленных математи-
ков. Среди тех, кому принадлежат наиболее фундаментальные открытия в 
этой области, в первую очередь следует назвать Лапласа, Гамильтона, 
Остроградского, Якоби, Гаусса и Пуанкаре. 
Жозеф Луи Лагранж – фран-
цузский математик и механик, за-
ложивший основы аналитической 
механики. Элегантность и внутрен-
няя гармоничность методов "Ана-
литической механики" вполне оп-
равдывают мнение ирландского ма-
тематика У.Р. Гамильтона, назвав-
шего эту книгу научной поэмой. 
В предисловии к первому из-
данию книги Лагранж писал: "Я 
поставил себе целью свести тео-
рию механики и методы решения 
связанных с нею задач к общим 
формулам, простое развитие кото-
рых дает все уравнения, необходи-
мые для решения каждой задачи". 
Аналитическая механика Лагранжа становится ветвью анализа, лишенно-
го каких-либо "механических рассуждений", так как в ней указаны общие 
методы для составления уравнений любой задачи механики, после чего 
решение становится чисто математической проблемой. 
Механика Лагранжа делится на две части: статику и динамику. Ста-
тика у Лагранжа основана на принципе виртуальных (возможных) скоро-
стей, в динамике Лагранж исходит из двух законов: закона инерции и за-
кона сложения движений (по правилу параллелограмма). Аналитическая 
механика Лагранжа основана на общей формуле, которую сейчас называ-
ют уравнением Даламбера-Лагранжа или общим уравнением динамики. 
Исходя из этого уравнения, Лагранж вывел дифференциальные уравнения 
Жозеф Луи Лагранж (1736–1813) 
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движения в двух видах – это знаменитые уравнения движения Лагранжа 
первого и второго рода. Уравнения движения второго рода замечательны 
тем, что для систем, при движении которых не изменяется их полная ме-
ханическая энергия, эти уравнения можно составить, зная общее выраже-
ние только двух величин: кинетической энергии системы и ее потенци-
альной энергии. Число этих уравнений минимально, оно равно числу сте-
пеней свободы системы. 
Принцип возможных перемещений выражает необходимое и доста-
точное условие равновесия любой механической системы. Этот принцип 
также называют принципом виртуальных перемещений, принципом вир-
туальных работ, принципом возможных скоростей, принципом Лагранжа. 
Известное из школьного курса физики "золотое правило механики" явля-
ется частным случаем этого принципа. Прежде чем рассматривать прин-
цип, введем понятие возможного перемещения и расширим наши пред-
ставления о связях. 
22.1. Связи и их классификация 
Свободным твердым телом, в частности свободной материальной 
точкой, как известно из предыдущего, называют тело, на перемещение ко-
торого не наложено никаких ограничений. При наличии ограничений тело 
будет несвободным. Ограничения, налагаемые на положение и скорости 
точек тела или механической системы, которые должны выполняться при 
любых действующих силах, называются связями. Итак, связи – это напе-
ред заданные дополнительные условия геометрического или кинематиче-
ского характера, которые должны выполняться во время движения, 
включая и начальный момент времени. В большинстве случаев связи осу-
ществляются другими телами (шарнирами, опорными поверхностями, ни-
тями и т.д.). 
Аналитически связи выражаются равенствами, содержащими время, 
координаты точки и их производные (скорости). В общем случае уравне-
ние связи для материальной точки имеет вид 
 0,,,,,, 




  zyxzyxtf . (22.1) 
Для системы материальных точек в уравнения связей входят коор-
динаты и скорости нескольких точек. В зависимости от того, что входит в 
уравнения, производят классификацию связей. 
Если в уравнение связи не входят скорости, т.е. ограничения нало-
жены на положение точки или системы, то связь называют голономной. 
Ее уравнение имеет вид 
   0,,, zyxtf . (22.2) 
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Если уравнение связи содержит скорости и не интегрируется, то 
связь называют неголономной. 
Если время t не входит явно в уравнение, то связь называют стацио-
нарной, в противном случае связь является нестационарной. 
На рис. 22.1 показана материальная точка, которая может двигаться 
только по поверхности. Пусть уравнение этой поверхности f(x, y, z) = 0. 
Это голономная стационарная связь. 
 
Рис. 22.1 
На рис. 22.2 показаны две материальные точки, соединенные стерж-
нем постоянной длины l. Уравнение связи имеет вид 
(x1 – x2)
2 + (y1 – y2)
2 + (z1 – z2)
2 – l2 = 0. 
Это голономная стационарная связь. 
Рис. 22.2 
Если длина стержня меняется с течением времени l = f(t), то уравне-
ние связи 
(x1 – x2)
2 + (y1 – y2)
2 + (z1 – z2)
2 – f 2(t) = 0. 
Это голономная нестационарная связь. 
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На рис. 22.3 плоскость z = 0 – стационарная связь для точки А, а 
плоскость z = vt – нестационарная связь для точки В. 
 
Рис. 22.3 
Пуcть колесо радиусом R катится без скольжения по горизонтальной 
поверхности (рис. 22.4). Положение колеса в плоскости хОу определяется 
координатами хc, ус центра колеса С (полюса) и углом поворота φ – колесо 
совершает плоское движение. Траекторией точки С является горизонталь-
ная прямая ус = R – голономная связь. Точка касания колеса с поверхно-
стью (т. Р) является мгновенным центром скоростей, и ее абсолютная ско-
рость равна нулю: vp = ve – vr = 0. Это условие можно записать в виде 
0
 Rxc . Но данное уравнение интегрируется и приводит к соотноше-
нию между координатами хс и φ в виде 
хс – Rφ = 0. 
Это голономная стационарная связь. 
Рис. 22.4 
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Гладкая горизонтальная плоскость z = 0, по которой катится идеаль-
но отполированный шар радиусом R, также представляет пример го-
лономной связи (рис. 22.5). При этом центр шара может перемещаться в 
плоскости, параллельной плоскости хОу, т.е. zc = R – голономная связь – и 
вектор скорости точки С должен лежать в этой плоскости. В остальном 
положения и перемещения шара произвольны, шар может скользить по 
плоскости или катиться по ней с любым скольжением. 
Рис. 22.5 
Если шар катится без скольжения по шероховатой поверхности, то 
возникает дополнительная связь – условие отсутствия скольжения, заклю-
чающееся в том, что скорость точки К, которая в данный момент времени 
соприкасается с плоскостью, равна нулю (vK = 0). Это условие может быть 
записано в виде равенства 
  0ωv  CK , 
где 

 – мгновенная угловая скорость шара.  
Учитывая, что проекции вектора CK  на неподвижные оси Охуz рав-
ны 0; 0; -R, можно получить в проекциях на оси: 
000  CxCyC zRyRx
  . 
Последнее уравнение интегрируется и дает голономное условие 
zc = R. Первые два уравнения неинтегрируемы, что можно проверить, вы-
ражая ωx, ωy через углы Эйлера ψ, θ, φ и их производные по времени. По-
этому первые два уравнения дают пример неголономных связей. 
Связи можно делить также на удерживающие (двусторонние) и не-
удерживающие (односторонние). Связь называется удерживающей  (дву-
сторонней), если она накладывает ограничения в двух взаимно противо-
положных направлениях, и неудерживающей (односторонней) в против-
ном случае. 
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На рис. 22.6 приведены примеры удерживающих связей – направля-
ющие для ползуна, стержень для сферического маятника. На рис. 22.7 по-
казаны неудерживающие связи – направляющая для ползуна и нить для 
сферического маятника. 
Рис. 22.6  Рис. 22.7 
Заметим, что аналитически неудерживающие связи представляют в 
виде неравенств, показывающих, в какую именно сторону может двигать-
ся освободившаяся от связей точка. Для рис. 22.7 уравнение неудержива-
ющей связи 
а)  z ≥ 0      и    б)  x2 + y2 + z2 ≤ l2. 
Знак неравенства в первом случае показывает, что ползун может 
оторваться от поверхности вверх, а точка может сойти со сферической по-
верхности внутрь ее. 
Замечание. Если движение точки или системы ограничено связями, 
то координаты должны удовлетворять уравнению (22.2). Но эти связи 
накладывают определенные ограничения на скорости и на ускорения то-
чек, которые должны выполняться независимо от дифференциальных 
уравнений движения и, следовательно, от приложенных сил. Эти уравне-
ния можно получить, если продифференцировать уравнения (22.2) по 
времени соответственно один или два раза. 
22.2. Возможные или виртуальные перемещения точек                   
механической системы 
В динамике рассматривалось действительное перемещение точек 
под действием приложенных к ним сил. 
Пусть точка движется по некоторой криволинейной траектории, 
F

 – равнодействующая сил, действующих на точку. Если положение 
точки определяется радиусом-вектором  tr , то элементарное перемещение 
точки rd

 представляет собой действительное перемещение (рис. 22.8). 
 
z 
x 
y 
l 
M 
x 
z 
y 
M 
l 
a б 
 
 
Часть 3. Динамика 
400 
Это прямолинейный бесконечно 
малый отрезок, представляющий диф-
ференциал радиуса-вектора и направ-
ленный по касательной к траектории в 
сторону движения. Проекции действи-
тельного перемещения точки rd

 на 
оси координат (dx, dy, dz) представля-
ют собой дифференциалы координат 
точки приложения силы F

. Естествен-
но, что для несвободной точки дей-
ствительное перемещение совместимо 
с наложенными на точку или точки системы связями.  
Ясно, что если точка неподвижна (по отношению к рассматриваемой 
системе отсчета), то ее действительное перемещение равно нулю. 
Рассмотрим точку (или механическую систему), на которую нало-
жены ограничивающие ее перемещения связи, и все элементарные пе-
ремещения, допускаемые связями. Эти перемещения в отличие от дей-
ствительного не совершаются фактически за какой-то промежуток вре-
мени, а представляют собой множество воображаемых перемещений, ко-
торые могли быть сообщены точке в данный момент времени. 
Дадим определение: Возможными или виртуальными перемеще-
ниями точек несвободной механической системы называются вообража-
емые бесконечно малые перемещения точек системы, допускаемые в дан-
ный момент времени наложенными на систему связями. 
Возможные перемещения точек системы удовлетворяют следующим 
требованиям: 
1) это воображаемые малые перемещения; 
2) они не нарушают наложенных связей; 
3) для нестационарных связей их рассматривают при остановленных 
связях; 
4) не зависят от действующих на систему сил (в отличие от действи-
тельных, которые определяются действующими силами). 
Возможные перемещения точек обозначаются через  zyxr  ,, , 
модули их – через δs, возможные углы поворота твердых тел – через δφ, 
δψ и т.д. 
Вариации координат δх, δу, δz можно определять как дифференциа-
лы функций, если координаты точек записаны как функции от некоторых 
параметров. 
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Рассмотрим несвободную мате-
риальную точку, которая вынуждена 
оставаться на неподвижной поверх-
ности, уравнение которой f(х, у, z) = 0 
(рис. 22.9). Возможные перемещения 
точки изображаются приращениями 
радиуса-вектора точки, расположен-
ными в виде веера на плоскости П, 
касательной к поверхности в данной 
точке. Для стационарной связи дей-
ствительное перемещение точки сов-
падает с одним из возможных. Для 
нестационарной связи действитель-
ное перемещение не совпадает ни с 
одним из возможных. На рис. 22.10  
показана точка, находящаяся на 
плоскости z = vt (человек в кабине 
лифта). Для нестационарной связи 
действительное перемещение точки 
направлено вертикально вверх, а воз-
можные перемещения, которые про-
исходят при остановленной плоско-
сти П, расположены в этой плоскости.  
Приведем примеры возможных 
перемещений. Стержень ОА           
(рис. 22.11) может вращаться вокруг 
оси, проходящей через точку О, и 
связь допускает поворот вокруг этой 
оси. Тогда δφ – возможное переме-
щение стержня – вращательное, 
δSA = OAδφ и δSB = OBδφ – возмож-
ные перемещения точек А и В. 
Заметим, что криволинейные 
перемещения точек А и В в силу их 
малости заменяем прямолинейными 
отрезками. 
 
Кроме того, при действительном движении стержня скорости точек 
А и В связаны с угловой скоростью известными из кинематики соотноше-
ниями vA = OAω, vB = OBω, т.е. возможные перемещения точек А и B свя-
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заны с возможным перемещением стержня как скорости точек с угловой 
скоростью. 
На рис. 22.12 показан диск, 
находящийся на шероховатой по-
верхности. Возможное перемещение 
диска – плоскопараллельное, пред-
ставляющее поворот на угол δφ во-
круг мгновенного центра скоростей. 
Возможные перемещения точек 
А, В, D связаны с перемещением δφ 
соотношениями 
δSA = APδφ; δSB = BPδφ; δSD = DPδφ. 
Для кривошипно-ползунного 
механизма (рис. 22.13) δφ – возмож-
ное перемещение кривошипа; δSA, δSB 
– возможные перемещения точек А и В. Причем δSA = OAδφ и проекции 
возможных перемещений точек А и В на прямую АВ алгебраически равны, 
прАВ[δSA] = прАВ[δSB] – аналогично проекциям скоростей точек плоской 
фигуры на прямую, проходящую через эти точки. 
 
 
Рис. 22.13 
Для возможного или виртуального перемещения можно ввести по-
нятие виртуальной работы силы F

 – это элементарная работа, которую 
совершает сила на виртуальном перемещении: 
δA = F

δr

 = Xδx + Yδy + Zδz. 
Отметим, что виртуальная работа обозначается символом δA в отли-
чие от элементарной работы на действительном перемещении rdFdA

 . 
22.3. Идеальные связи 
В статике рассматривались гладкие связи и связи с трением. Реакция 
гладкой связи была направлена перпендикулярно к поверхности связи 
(рис. 22.14). 
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Работа реакции гладкой связи на лю-
бом возможном перемещении равна нулю, 
так как реакция  перпендикулярна пере-
мещению точки ее приложения, т.е. 
  0 rNNA   . 
Для связей с трением (рис. 22.15) ра-
бота реакции шероховатой поверхности 
равна работе силы трения 
    rFFARA   тртр  . 
В некоторых случаях работа реакции 
на любом возможном перемещении для не-
гладких поверхностей также равна нулю. 
Так при качении без скольжения по шеро-
ховатой поверхности (рис. 22.16) работа 
составляющих реакции N

 и трF

 на любом 
виртуальном перемещении равна нулю, 
поскольку возможное перемещение точки 
Р равно нулю (точка Р является мгновен-
ным центром скоростей). 
Связи называются идеальными, если 
сумма элементарных работ реакций свя-
зей на любом возможном перемещении 
равна нулю: 
0 ss rN

 . (22.3) 
Таким образом, показанные на                  
рис. 22.14 и 22.16 связи являются идеаль-
ными, а шероховатая поверхность на              
рис. 22.15 – неидеальной связью. 
Показанная на риc. 22.17 связь, осу-
ществляемая с помощью невесомой, не-
растяжимой нити, является идеальной              
связью: 
090cos  

rNrN  . 
Реакция направлена вдоль нити, а 
возможное перемещение составляет пря-
мой угол с реакцией. 
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22.4. Принцип возможных перемещений 
Еще раз отметим, что принцип возможных перемещений выражает 
условия равновесия точки или механической системы, находящейся под 
действием активных сил при заданных связях1. 
Прежде всего разделим силы, приложенные к механической системе, 
на две группы: 
1) реакции идеальных связей; 
2) все остальные силы, которые назовем активными. Иногда группу 
активных сил называют задаваемыми или явными силами. 
Формулировка принципа: Для равновесия несвободной механической 
системы, на которую наложены идеальные, стационарные связи, необхо-
димо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ активных сил на 
любом возможном перемещении из положения равновесия равнялась ну-
лю. 
  0FA   или  0 ss rF

 . (22.4) 
Если скалярное произведение записать через проекции векторов 
сомножителей (аналитическое выражение элементарной работы), то 
принцип возможных перемещений запишется в виде 
    0ssssss zZyYxX  . (22.5) 
Доказательство необходимости. Предполагается, что система с 
идеальными связями находится в состоянии покоя. Показать, что сумма 
работ активных сил на любом возможном перемещении из положения 
равновесия равняется нулю. 
Имеем механическую систему, состоящую из п материальных точек. 
Освободим ее от связей, заменив их реакциями. Тогда каждая точка си-
стемы станет свободной и будет находиться в равновесии под действием 
двух сил – равнодействующей активных сил sF

 и равнодействующей ре-
акций идеальных связей sN

 (рис. 22.18). При равновесии системы 
ss NF

 , т.е. силы равны по величине и направлены в противоположные 
стороны. Сообщим системе возможное перемещение, определяемое сово-
купностью возможных перемещений точек системы sr

 . 
 
                                                   
1 В форме, близкой к современной, но без доказательства, этот принцип высказал знамени-
тый математик и механик Иоганн Бернулли. Обобщение принципа на случай неудерживаю-
щих связей было дано русским математиком и механиком, основателем аналитической меха-
ники в России – М.В. Остроградским. 
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Для рассматриваемой точки Мs 
вычислим работу активных сил и ре-
акций связей на возможном переме-
щении: 
  0 sssssssF rNFrNrFA 

 , 
так как выражение в скобках равно 
нулю. 
Составим уравнения для всех 
точек и просуммируем их. Тогда 
 
  0 
s
sss
s
ss
s
ssF rNFrNrFA

 , 
так как каждое слагаемое, входящее в сумму, равно нулю. Поскольку свя-
зи идеальные, то 0
s
ss rN

  и получим 
0
s
ss rF

     или    0 FA . 
Необходимость условия (22.4) доказана. 
Доказательство достаточности  
Дано: активные силы, приложенные к системе, удовлетворяют усло-
вию 0
s
ss rF

 ; связи идеальные, т.е. 0
s
ss rN

 . При t = 0 (начальный 
момент времени) система находилась в покое, т.е. vs = 0 (s = 1, 2, ... , n). 
Доказать, что система будет находиться в покое и в дальнейшем, при 
t > 0  SS NF

  (s = 1,2, ... , n), т.е. силы, действующие на каждую точку 
системы, будут уравновешены. 
Докажем от противного. Сделаем допущение, что система под дей-
ствием заданных активных сил выходит из состояния покоя и хотя бы не-
которые точки получают скорости, т.е.  SS NF

 . При стационарных свя-
зях действительное перемещение каждой точки совпадает с одним из воз-
можных. Применив теорему об изменении кинетической энергии для дей-
ствительного элементарного перемещения, записываем 
  NF AAdT     или    
s
ss
s
ss rNrFdT

 . 
 
Рис. 22.18 
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0
s
ss rN

  при идеальных связях и 0
s
ss rF

  по условию, тогда 
dT = 0 и Т = const, т.е. кинетическая энергия остается постоянной. Но в 
начальный момент времени t = 0  Т = 0 (система находилась в покое) и, 
следовательно, в любой произвольный момент времени t > 0 Т = 0 , что 
возможно только при скоростях всех точек, равных нулю. Это противоре-
чит сделанному допущению о том, что при t > 0    sNF

s , т.е. система 
не находится в равновесии. В действительности, система при таких силах 
не может выйти из равновесного положения, и при t > 0, sNF

s  система 
находится в равновесии. Достаточность принципа доказана. 
Замечания 
1. Если среди связей есть неидеальные, то для систем с такими свя-
зями также можно применять принцип возможных перемещений. Для это-
го реакцию неидеальной связи следует отнести к разряду активных сил 
(например, шероховатую поверхность следует заменить гладкой поверх-
ностью, силу трения по закону Кулона выразить через нормальную реак-
цию и считать активной силой). 
2. Из принципа возможных перемещений можно вывести условия 
равновесия сил, полученные в статике (равенство нулю главного вектора и  
главного момента системы сил относительно любого центра 0,0 0  MR

). 
3. Пользуясь принципом возможных перемещений, можно состав-
лять столько независимых условий равновесия, сколько будет независи-
мых возможных перемещений у изучаемой механической системы (их 
число равно числу степеней свободы при голономных связях). 
Принципом возможных перемещений выгодно 
пользоваться при решении задач о равновесии си-
стемы тел, когда нужно получить условия равнове-
сия без определения реакций связей. 
Рассмотрим примеры на использование прин-
ципа возможных перемещений.  
Пример 22.1. На шарнир В пресса АВС дей-
ствует заданная сила P

. Определить силу полезно-
го сопротивления Q

 при равновесии механизма, ес-
ли задан угол α. Трением пренебречь, учесть, что                
АВ = ВС = l (рис. 22.19). 
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Решение 
1. Рассмотрим равновесие пресса. 
2. Активные силы P

, Q

. Связи – идеальные, от связей не освобож-
даемся. 
3. Воспользуемся принципом возможных перемещений в форме 
уравнения(22.5). 
Для использования последнего выражения составим таблицу, в ко-
торую включим проекции активных сил на оси координат, координаты 
точек приложения сил (уравнения голономных связей для пресса) и вари-
ации этих координат. 
 
sF

 XS YS xS yS δxS δyS 
P

 0 +P lcosα -lsinα -lsinαδα -lcosαδα 
Q

 -Q 0 2lcosα 0 -2lsinαδα 0 
 
Равенство нулю работы активных сил запишется в виде  
Q2lsinα δα – Plcosα δα = 0. 
Отсюда 
ctg
2
1
PQ  . 
Задачу можно решить, используя принцип в форме (22.4). Для этого 
нужно было задать механизму пресса возможное перемещение δα, пока-
зать перемещения точек приложения сил δSB и δSC , выразив их                
через δα. Затем вычислить элементарные работы сил P

 и Q

 и подставить 
их в (22.4). 
Пример 22.2. Балка, состоящая из двух частей, соединенных шарни-
ром С, нагружена силой P

 (рис. 22.20,а). Размеры балки показаны на ри-
сунке. Определить реакцию шарнирно-подвижной опоры В.  
Решение. Для определения реакции BR

 отбросим связь в точке В и 
заменим ее действие силой BR

, переводя ее в разряд активных сил                        
(рис. 22.20,б). 
Составная балка ACD нагружена силами P

, BR

, статически эквива-
лентна исходной балке (находится в равновесии) и имеет одну степень 
свободы. Сообщим системе возможное перемещение и вычислим работу 
активных сил: 
0
s
ss rF

 . 
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Рис. 22.20 
Возможное перемещение балки АС – поворот на угол δφ1 вокруг не-
подвижной точки А, причем возможное перемещение точки С – 
δSC = ACδφ1 = l1δφ1. Для балки CD связь в точке D допускает горизонталь-
ное перемещение и поворот. Возможное перемещение и поворот балки CD 
– плоскопараллельное. Восстанавливая перпендикуляры к перемещениям 
в точках С и D, получаем положение мгновенного центра перемещений 
для балки CD – точку D. Перемещение балки CD представляет собой по-
ворот на угол δφ2 вокруг мгновенного центра перемещений и 
δSC = CDδφ2 = l2δφ2. 
δSC = l1δφ1 = l2δφ2 ;   1
2
1
2  l
l
 . 
Сумма работ активных сил 
-RBaδφ1 + Pbδφ2 = 0 
или 
01
2
1
1   l
l
PbaRB , 
2
1
l
l
a
b
PRB  . 
Пример 22.3. Мост состоит из двух частей, соединенных между со-
бой шарниром С, в точках A и В – шарнирно неподвижные опоры                  
(рис. 22.21,а). 
Мост нагружен силами 1P

 и  2P

, размеры указаны на рисунке. Опре-
делить реакцию в точке А.  
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Решение. Шарнирно-неподвижная опора в точке А имеет две со-
ставляющие реакции 1A

 и 2A

. Для определения горизонтальной составля-
ющей 1A

 заменим опору в точке А на шарнирно-подвижную, заменив дей-
ствие отброшенной части связи реакцией 1A

 , переведя ее в разряд актив-
ных сил (рис. 22.21,б). Сообщим системе возможное перемещение. Для 
правой части моста возможное перемещение – поворот на угол  δφ2  во-
круг точки В, причем δSC = ВС δφ2. 
Возможное перемещение точки А – горизонтальное перемещение. 
Тогда при плоскопараллельном перемещении левой части моста 
мгновенный центр перемещений находится в точке Р и левая часть пово-
рачивается на угол δφ1 вокруг этой точки. В этом случае δSC = CPδφ1. 
Учитывая, что АР = 2h, ВС = СР , имеем δSC = ВС δφ2 = CPδφ1, δφ1 = δφ2. 
Приравнивая нулю работу активных сил, имеем (работы вычислены по 
формуле   FMA 0  ): 
P1h1 δφ1 – A12h δφ1+P2h2 δφ2 = 0. 
Отсюда 
h
hPhP
A
2
2211
1

 . 
Для определения вертикальной составляющей 2A

 вновь изменим 
опору А, как показано на рис. 22.21,в, переведя 2A

 в разряд активных сил. 
Проводя аналогичные рассуждения, получаем, что мгновенный 
центр перемещений левой части моста находится в точке В. Из условия 
δSC = ВС δφ1 = BCδφ2 имеем  δφ1 = δφ2.  
Равенство нулю суммы работ активных сил имеет вид  
P1(2l – h1) δφ1 – A22l δφ1+P2h2 δφ2 = 0. 
Отсюда  
 
l
hPhlP
A
2
2 2211
2

 . 
Предлагается оценить преимущества этого метода по сравнению с 
методами геометрической статики, с помощью которых может быть ре-
шена задача. 
В заключение отметим: принцип возможных перемещений можно 
применять не только для решения задач статики, им можно пользоваться 
для решения задач динамики. Для этого его нужно объединить с принци-
пом Даламбера. 
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Рис. 22.21 
 
 
 
 
Глава 22. Принцип возможных перемещений 
411 
 
 
Вопросы для самопроверки 
 
1. Какие связи называются: а) голономными, б) стационарными?  
 Человек поднимается в лифте. Пол для него является связью. Какая это 
связь: голономная или нет, стационарная или нет? 
2. Дайте определение понятия возможного перемещения системы. 
3. Зависят ли возможные перемещения системы от сил, приложенных к 
ней? 
4. Укажите, какая связь имеется между возможными перемещениями 
двух точек твердого тела? 
5. Для груза, лежащего на полу поднимающегося лифта, укажите воз-
можные перемещения его. 
6. Условия какого состояния системы определяет принцип возможных 
перемещение? Сформулируйте его. 
7. Можно ли применить принцип возможных перемещений для опреде-
ления реакции идеальной связи? 
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Глава 23. Общее уравнение динамики системы                                              
(принцип Даламбера–Лагранжа) 
Рассмотрим движущуюся механическую систему, состоящую из n 
материальных точек (рис. 23.1). На систему наложены идеальные связи. 
Выделим точку системы и покажем 
силы, действующие на нее. 
Пусть SF

 – равнодействующая ак-
тивных сил; SN

 – равнодействующая ре-
акций идеальных связей. Добавим к точке 
силу инерции SSS amФ

 . 
По принципу Даламбера получен-
ная система сил будет уравновешенной и 
к ней можно применять принцип воз-
можных перемещений. Для рассматрива-
емой точки 
0 SSSSSS rФrNrF

 . 
Суммируя полученные выражения для всех точек системы и учи-
тывая, что для идеальных связей 0 SS rN

 , получим 
 0 SSSS rФrF

 . (23.1) 
Это уравнение и называют общим уравнением динамики системы. 
Формулировка: При движении несвободной механической системы, 
на которую наложены идеальные связи, в каждый момент времени сумма 
элементарных работ активных сил и сил инерции на любом возможном 
перемещении из рассматриваемого положения равна нулю – это и есть 
принцип Даламбера–Лагранжа. 
Отметим, что в уравнение (23.1) не входят реакции идеальных свя-
зей. Уравнение (23.1) называют общим потому, что из него как следствие 
можно получить все общие теоремы динамики, а также дифференци-
альные уравнения движения точки и точек механической системы. 
Общее уравнение динамики может быть записано в различных формах: 
0 ФF AA  ; 
  0 S
S
SS rФF

 . 
Подставляя выражение силы инерции SSS amФ

 , получим 
  0 S
S
SSS ramF

 . 
Рис. 23.1 
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r3 
cv

 
O 
1v

 
1 
ω3 
С cФ

 
3P

 
Ф
сМ
Ф
OМ  
2P

 
1P

 
1Ф

 
С 
С 
P 
δSC 
δφ3 
δS1 
δφ3 
δφ2 
Рис. 23.2 
б 
в 
O 
Используя аналитическое выражение элементарной работы, запишем 
общее уравнение динамики в виде 
       0
S
SSSSSSSSSSSS zzmZyymYxxmX   . 
Здесь XS, YS, ZS – проекции активных сил на оси координат;  
 xS, yS, zS – координаты точек; 
 δxS, δyS, δzS – проекции возможного перемещения на оси коорди-
нат (вариации координат точек приложения сил). 
Рассмотрим примеры на составление общего уравнения динамики. 
Пример 23.1. Груз массой m1 при-
водит в движение цилиндрический 
каток массой m3 при помощи нити, 
перекинутой через неподвижный 
блок массой m2 и намотанной на ка-
ток (рис. 23.2,а). Определить уско-
рение груза, считая что блок и каток 
– однородные круглые диски, каток 
катится без скольжения, массой ни-
ти можно пренебречь. 
Дано: m1, m2, m3.  
Найти: a1. 
Отметим, что груз 1 движется 
прямолинейно, неподвижный блок 
2 совершает вращательное движе-
ние, каток 3 – плоскопараллельное 
и точка Р является мгновенным 
центром скоростей. 
Связь между скоростями имеет вид 
3
1
3
1
2
1
2 2
v
;
2
v
v;
v
rr C
  . 
Решение  
1. Система: груз, блок, каток, нить. 
2. Активные силы: 321, PPP

, связи 
идеальные. От связей не освобожда-
емся. 
3. Добавим к системе силы инерции 
(рис. 23.2,б), приводя их для тел 2 и 3 к простейшему виду (силе и паре 
сил) и учитывая связь между ускорениями, которая имеет такой же вид, 
как между скоростями: 
3
1
3
1
2
1
2 2
;
2
;
r
aa
a
r
a
C   ; 
 
 
Часть 3. Динамика 
414 
Ф1 = m1a1;  
22
122
2
1
2
22
200
arm
r
arm
IM Z
Ф   ; 
;
2
1
33
a
mamФ CС    
422
133
3
1
2
33
3
arm
r
arm
IM CZ
Ф
C   . 
Для блока 2 в качестве центра приведения выбрана точка 0 и силы 
инерции приведены к паре сил с моментом ФM 0 ; для катка 3 в качестве 
центра приведения выбрана точка С и силы инерции приведены к силе СФ

 
и паре сил с моментом ФCM . 
Сообщим системе возможное перемещение (рис. 23.2,в) и вычислим 
работу активных сил и сил инерции на этом перемещении: 
03201111  
Ф
CCС
Ф MSФMSФSP . 
Отметим, что связь между перемещениями имеет такой же вид, как 
между скоростями: 
3
1
3
1
2
1
2 2
;
2
;
r
SS
S
r
S
C





   
Подставляя значения сил инерции и учитывая связь между возмож-
ными перемещениями, получим 
0
24222 3
113311
3
2
1122
11111  r
SarmSa
m
r
Sarm
SamSgm

 . 
Вынося общий множитель 01 S  за скобки и приравнивая выраже-
ние в скобках к нулю, получим значение интересующего нас ускорения: 
321
1
1 348
8
mmm
m
ga

 . 
Пример 23.2. Найти связь между угловой скоростью и углом φ в 
равновесном положении, если длины плеч регулятора равны l, вес каждо-
го шара Р, вес муфты Q, жесткость пружины с и при φ = 0 пружина неде-
формирована; пружина прикреплена в точках А и В (рис. 23.3). Оси приве-
са плеч регулятора отстоят от оси вращения на расстоянии а. Шары счи-
тать материальными точками. 
Решение 
1. Система: регулятор. 
2. Активные силы: .,,,, 2121 FFQPP

  F1 = F2 = clsinφ. 
3. Силы инерции: 
  221 sin lag
P
ФФ  . 
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Рис. 23.3 
4. Общее уравнение динамики в аналитической форме: 
     0 SySSSxSS yФYxФX  . 
 
Входящие в уравнение величины введем в таблицу. 
Силы Xs Ys xs ys δxs δys 
1P

 P 0 lcosφ – –lsinφδφ – 
2P

 P 0 lcosφ – –lsinφδφ – 
Q

 Q 0 2lcosφ – –2lsinφδφ – 
1F

 0 clsinφ – 




  sin
2
l
a  – cos
2
l
  
2F

 0 – clsinφ – 




  sin
2
l
a  – cos
2
l
  
1Ф

 0   2sin la
g
p
  
– –(a + lsinφ) – –lcosφδφ 
2Ф

 0   2sin la
g
p
  – +(a + lsinφ) – +lcosφδφ 
` 
a a y 
x 
ω 
B 1F

 2F

 
1Ф

 
2Ф

 
1a

 
2a

 
1P

 2P

 
Q

 
φ 
A 
2
l  
2
l  
 
 
Часть 3. Динамика 
416 
В таблице не заполняются клетки, для которых произведение соот-
ветствующих множителей обращается в нуль. 
Подставляя проекции сил и вариации координат в общее уравнение 
динамики, получаем 
  0cossin2cossin
2
2sin2sin2 2
2
  lla
g
Pcl
QlPl ; 
 


sin
tgcos
2
1
2
laP
clQP
g






 
 . 
В рассмотренных примерах системы имели одну степень свободы, и 
мы составляли одно уравнение движения. В следующем примере рассмот-
рим систему с двумя степенями свободы. 
Пример 23.3. Призма 2 массой т2 скользит по гладкой боковой гра-
ни призмы 1 массой т1, при этом α – угол боковой грани с горизонтом 
(рис. 23.4,а). 
Рис. 23.4 
Определить ускорение призмы 1, считая, что горизонтальная по-
верхность является гладкой. 
Отметим, что призма 1 движется поступательно, v1 – ее скорость в 
данный момент времени. Движение призмы 2 является сложным, состоя-
щим из относительного поступательного движения по отношению к приз-
ме 1 со скоростью vr и переносного поступательного движения со скоро-
 
a б 
в 
г 
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стью ev
 , причем 1vv

e . Абсолютное движение призмы 2 будет поступа-
тельным, ее абсолютная скорость и абсолютное ускорение равны: 
rearea aaa

 ,vvv . 
Решение 
1. Система: две призмы. 
2. Активные силы: 21, PP

, связи идеальные (рис. 23.4,б).  
3. Силы инерции : 111 amФ   – для призмы 1; для призмы 2 силу 
инерции в действительном движении разложим на две составляющие: 
rree amФamamФ 2122 ,  . 
4. В данном случае системе можно сообщить два независимых воз-
можных перемещения  δx, δS: 
а) сообщим системе возможное перемещение δx ≠ 0 (как твердому 
телу), полагая δS = 0 (рис. 23.4,в) и составим общее уравнение ди-
намики: 
-Ф1 δx - Фе δx + Фr δxcosα = 0 
или 
-m1a1 - m2a1 + m2arcosα= 0; 
б) сообщим призме 2 возможное перемещение δS ≠ 0, мысленно счи-
тая призму 1 неподвижной δx = 0 (рис 23.4,г). Общее уравнение 
динамики будет иметь следующий вид: 
m2gsinαδS + Фe δScosα - Фr δS = 0 
или 
m2gsinα + m2a1cosα - m2ar = 0. 
Из системы двух уравнений находим a1: 
-m1 a1 - m2 a1 + m2 ar cos α = 0; 
+m2gsinα + m2a1cosα - m2ar = 0; 


2
21
2
1
sin
2sin
2
1
mm
m
ga

 . 
Ниже будет рассмотрен другой метод составления уравнений дви-
жения этой системы. 
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Вопросы для самопроверки 
 
1. Как сформулировать принцип Даламбера-Лагранжа и в каких формах 
можно записать общее уравнение динамики? 
2. Можно ли применять общее уравнение динамики к системам с не-
сколькими степенями свободы? 
3. Учитываются ли внутренние силы механической системы в общем 
уравнении динамики системы? 
4. Можно ли использовать общее уравнение динамики системы, если 
среди связей, ограничивающих ее  движение, есть неидеальные связи? 
5. Какое количество независимых уравнений движения можно состав-
лять, используя принцип Даламбера-Лагранжа (общее уравнение ди-
намики системы)? 
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Глава 24. Условия равновесия и уравнения движения                     
системы в обобщенных координатах 
Во многих задачах статики и динамики положение исследуемого 
объекта (точки, тела или системы) удобно определять не декартовыми ко-
ординатами точек, а так называемыми обобщенными координатами. При 
изучении несвободных систем декартовы координаты удовлетворяют 
уравнениям связей и не являются независимыми. Удобно определять по-
ложение такой системы совокупностью независимых величин (коорди-
нат), которые называют обобщенными координатами. 
Положение точек А и В кривошипно-ползунного механизма                    
(рис. 24.1) определяется координатами этих точек. Причем независимой 
координатой является одна, так как можно записать три уравнения связей. 
 
Если АО = r, АВ = l ,  то 
222 ryx AA  ; 
    222 lyyxx BABA  , yB = 0. 
В данном случае положение всех 
точек механизма можно опреде-
лить, например, одной угловой 
величиной φ и декартовы коор-
динаты выразить через эту вели-
чину: 
 
xA = rcosφ,      222 sincos rlrxB  , 
yA = rsinφ,       yB = 0. 
24.1. Обобщенные координаты и число степеней свободы 
Введем определение: Независимые между собой величины, одно-
значно определяющие положение системы в любой момент времени, 
называются обобщенными координатами системы. 
За обобщенные координаты можно брать величины любой размер-
ности, чаще всего в механике пользуются линейными и угловыми величи-
нами. Будем обозначать обобщенные координаты через q. Для системы с 
голономными связями число обобщенных координат равно числу степеней 
свободы. Рассмотрим примеры таких координат. Положение маятника 
(рис. 24.2) определяется заданием одной угловой координаты φ, поэтому                
q = φ и число степеней свободы N равно единице (N = 1). 
y 
x 
B(xB, yB) 
A(xA, yB) 
0 
Рис. 24.1 
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Изображенный на рис. 24.1 кривошипно-ползунный механизм также 
имеет одну степень свободы, N = 1,  q = φ. 
Положение двойного маятника (рис. 24.3) можно определить двумя 
независимыми угловыми величинами α1 и α2. Маятник имеет две степени 
свободы. 
 
 
Центробежный регулятор (рис. 24.4) при изменении угла α имеет две 
степени свободы и в качестве обобщенных координат можно выбрать уг-
лы φ и α. 
Положение свободной материальной точки (рис. 24.5) определяется 
заданием трех координат х, у, z, и точка имеет три степени свободы. 
 
Положение свободного твердого тела определяется (как известно из 
кинематики) шестью независимыми величинами, и число степеней свобо-
ды равно шести. 
 
О 
q = φ. 
N = 1 
A 
Рис. 24.2 
 
 
q1 = α1, 
q2 = α2. 
N = 2 
A 
Рис. 24.3 
.3 
 B 
 y 
 x 
О 
 
0 
q1 = α1, 
q2 = α2. 
N = 2 
Рис. 24.4 
 
M 
Рис. 24.5 
 y 
 x 
 x 
 y 
z 
z 
q1 = x, 
q2 = y, 
q3 = z. 
N = 3 
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Итак, для системы, имеющей N степеней свободы, число обобщен-
ных координат также равно N: 
 q1, q2, … , qN. (24.1) 
При движении обобщенные координаты изменяются  с течением   
времени:   qj = qj(t)   (j = 1, 2, … , N). 
Производные обобщенных координат по времени называются обоб-
щенными скоростями: 
 Nqqq
 ,,, 21 . (24.2) 
В частности, это могут быть линейные или угловые скорости . 
Декартовы координаты точек системы могут быть выражены через 
обобщенные координаты. Так, для двойного маятника: 
xA = OAcosα1,             xB = OAcosα1 + ABcosα2; 
yA = OAsinα1,             yB = OAsinα1 + ABsinα2. 
 
В общем случае для радиуса-вектора точки можно записать: 
  Nss qqqrr ,,, 21 

         (s = 1, 2, ... , п), (24.3)   
где n – число точек несвободной механической системы; 
 N – число степеней свободы. 
Скорость любой точки системы в действительном движении опре-
деляется как производная сложной функции: 
 


N
j
j
j
ss
s qдq
rд
dt
rd
1
v 

   
(s = 1, 2, ... , п). (24.4) 
  
Возможные перемещения точек несвободной механической системы 
могут быть выражены через вариации (приращения) обобщенных ко-
ординат по аналогии с полным дифференциалом функции нескольких пе-
ременных: 
 


N
j
j
j
s
s qдq
rд
r
1


     
(s = 1, 2, ... , п), (24.5) 
  
причем вариации обобщенных координат δqj  также независимы между 
собой. 
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24.2. Обобщенные силы и способы их вычисления 
Это понятие было введено Лагранжем. Каждой обобщенной коорди-
нате соответствует своя обобщенная сила. Таким образом, число обоб-
щенных сил равно числу степеней свободы системы. 
Рассмотрим механическую систему, состоящую из n материальных 
точек.  
На систему действуют активные силы nFFF



,,, 21  . Система имеет 
N степеней свободы, и положение точек системы определяется обобщен-
ными координатами   qj (j = 1, 2, ..., N). 
Вычислим элементарную работу активных сил на возможном пере-
мещении системы:  
S
SSF rFA

 .   Используя (24.5) для возможных 
перемещений, получим следующее выражение элементарной работы: 
  
 

n
S
N
j
j
j
S
S
S
SSF qдq
rд
FrFA
1 1


. 
В последнем выражении можно изменить порядок суммирования, 
при этом индексы s и j не должны выходить за знак соответствующей 
суммы. Тогда элементарная работа активных сил: 
  
  









N
j
j
n
S j
S
S
n
S
N
j
j
j
S
SF qдq
rд
Fq
дq
rд
FA
1 11 1


. 
Внутренняя сумма, в чем нетрудно убедиться, не зависит от индекса 
S и ее можно обозначить Qj . Тогда 
 


n
S j
S
Sj дq
rд
FQ
1

   
 (j = 1, 2, …, N). (24.6) 
Поэтому выражение полной элементарной работы активных сил на 
любом возможном перемещении запишется в виде 
 
NN
N
j
jjF qQqQqQqQA  

2211
1
. (24.7) 
Величину Qj , стоящую перед вариацией обобщенной координаты, и 
называют обобщенной силой, соответствующей обобщенной координате 
qj того же индекса. 
Дадим определение: Обобщенные силы – величины, стоящие коэф-
фициентами перед вариациями обобщенных координат в выражении эле-
ментарной работы активных сил, действующих на систему, на любом 
возможном перемещении. 
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Размерность обобщенной силы зависит от размерности соответству-
ющей обобщенной координаты    
 q
A
Q   .  Если обобщенная координата q 
имеет размерность длины, то обобщенная сила Q измеряется в ньютонах, 
если обобщенная координата q представляет угловую величину, то обоб-
щенная сила Q измеряется в ньютон-метрах (имеет размерность момента). 
Рассмотрим способы вычисления обобщенных сил – их три.  
1. Вычисление обобщенной силы  непосредственно по определению 
(аналитический способ): 

S j
S
Sj дq
rд
FQ

. 
Записывая скалярное произведение векторов через их проекции на 
оси координат, получим выражение обобщенной силы в виде 
  








S j
S
S
j
S
S
j
S
Sj дq
дz
Z
дq
дy
Y
дq
дx
XQ , (24.8) 
где XS, YS, ZS – проекции активных сил на оси координат;  
 xS, yS, zS  – координаты точек приложения сил, выраженные через 
обобщенные координаты. 
2. Практический способ вычисления обобщенных сил. Поскольку 
обобщенные координаты, а также их вариации независимы, то можно со-
общить системе такое возможное перемещение, когда приращение полу-
чает только первая обобщенная координата, а все остальные обобщенные 
координаты остаются неизменными, т.е. 
δq1 > 0,   δq2 = 0, … , δqN = 0. 
Работа всех активных сил на этом возможном перемещении опреде-
ляется как 
  111 qQAF   . 
Тогда обобщенная сила Q1 будет равна 
 
 
1
1
1 q
A
Q F

 .  
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Рассуждая аналогичным образом, получим выражение для обобщен-
ной силы Qj: 
 
 
j
jF
j q
A
Q


    (j = 1, 2, …, N). (24.9) 
В выражении (24.9)   jFA  обозначает работу всех активных сил 
на возможном перемещении, при котором δqj > 0, а все остальные вариа-
ции обобщенных координат равны нулю. 
3. Вычисление обобщенных сил через потенциальную энергию П си-
стемы. 
Вспомним, что для потенциальных сил элементарная работа сил на 
действительном перемещении определялась следующим образом: 
dA = –dП(x, y, z) . 
Если положение точек системы задается обобщенными координата-
ми qj , то потенциальная энергия будет функцией обобщенных координат: 
П = П(q1, q2 ... ,qN) . 
Сумма элементарных работ активных сил на любом возможном пе-
ремещении для потенциальных сил может быть записана через потенци-
альную энергию в виде 






 N
N
F qдq
дП
q
дq
дП
q
дq
дП
ПA  2
2
1
1
. 
При этом вариация функции нескольких переменных вычисляется по 
правилу полного дифференциала. 
С другой стороны:  NNF qQqQqQA   2211 . Используя 
независимость обобщенных координат qj, можно задать вариации: δq1 > 0, 
δq2 = 0, ... , δqN  = 0. 
В данном случае   111
1
1 qQqдq
дП
AF    и 
1
1 дq
дП
Q  . 
Для обобщенной силы Qj имеем : 
 
j
j дq
дП
Q 
   
(j = 1, 2, …, N). (24.10) 
Для потенциальных сил обобщенные силы равны взятым со знаком 
"минус" частным производным от потенциальной энергии по соот-
ветствующим обобщенным координатам. 
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Рассмотрим примеры вычисления обобщенных сил. 
Пример 24.1. Однородный стержень АВ длиной l и весом Р1 может 
вращаться вокруг оси А в вертикальной плоскости (рис. 24.6,a) . Нанизан-
ный на него груз М имеет вес Р2. Длина пружины в недеформированном 
состоянии АО = lH  и ее жесткость с. 
 
Рис. 24.6 
Вычислить обобщенные силы. 
Система имеет две степени свободы. В качестве обобщенных ко-
ординат выберем величины  φ и x, q1 = φ, q2 = x, N = 2. Активными силами, 
действующими на систему, являются силы тяжести 21, PP

 и сила упругости 
F

, причем F = сх. 
Сообщим системе возможное перемещение δφ > 0 , δх = О (х = const) 
(рис. 24.6,б) и вычислим работу активных сил на этом перемещении: 
      sin2
sinsin
2 2121 


  xlP
l
PAMP
l
PA HF ; 
 
  

 
 sin2 21 


 

xlP
l
P
A
Q H
F
. 
Затем сообщим системе возможное перемещение δφ = 0 (φ = const), 
δх > 0 (рис. 24.6,в) и вычислим работу активных сил на этом перемеще-
нии: 
    xcxPxcxxPA xF   coscos 22 ; 
 а б в 
x x 
δx 
B 
A 
B 
A A 
x 
М М М 
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 
cxP
x
A
Q xFx 
 


cos2 . 
Итак, обобщенные силы, соответствующие выбранным обобщенным 
координатам φ и х, равны: 
   sin2 21 


  xlP
l
PQ H ; 
 cxPQx  cos2 . (24.11) 
Обобщенные силы могут быть вычислены также через потенциаль-
ную энергию с использованием формулы (24.10). 
Потенциальная энергия системы, определяемая как работа сил при пе-
ремещении системы из рассматриваемого положения в нулевое (рис. 24.6,а): 
   
2
coscos1cos1
2
2
221
cx
xPlP
l
P H   . 
Тогда обобщенные силы Qφ и Qx : 
  

sin
2
sinsinsin
2 21221 


 


 xlP
l
PxPlP
l
PQ HH , 
cxP
x
Qx 

 cos2 . 
 
 
Пример 24.2. Вычислить 
обобщенные силы для системы 
однородных стержней, указан-
ной на рис. 24.7, если 
P1 = P2 = P, F = 1/2P, 
ОА = АВ = 2l. 
Система имеет две степе-
ни свободы, и в качестве обоб-
щенных координат выберем уг-
ловые величины 
q1 = φ1,  q2 = φ2,  N = 2. 
 
 
 
y 
x 
O 
φ1 
1P

 
A 
φ2 
2P

 
B F

 
Рис. 24.7 
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Вычислим обобщенные силы Q1 и Q2 двумя способами. 
1. Вначале рассмотрим аналитический способ, воспользовавшись 
формулой (24.8). 
 











S
S
S
S
S
y
Y
x
XQ
11
1 
; 
 











S
S
S
S
S
y
Y
x
XQ
22
2 
. 
Для удобства вычислений составим таблицу. 
SF

 XS YS xS yS 
1P

 P 0 lcosφ1 – 
2P

 P 0 2lcosφ1+ lcosφ2  
F

 0 F – 2lsinφ1+ 2lsinφ2 
 
SF

 
1
 Sx  
1
 Sy  
2
 Sx  
2
 Sy  
1P

 –lsinφ1 – 0 – 
2P

 –2lsinφ1 – –lsinφ2 – 
F

 – 2lcosφ1 – 2lcosφ2 
 
С использованием формулы (24.8) и данных таблицы получаем                     
(F = ½P):  
Q1 = -Plsin φ1 - Р2l sin φ1 + F2l cos φ1 = Pl (cos φ1 - 3sin φ1); 
Q2 = -Plsin φ2 + F2l cos φ2 = Pl(cos φ2 – sin φ2). 
2. Для вычисления обобщенных сил Q1 и Q2 можно использовать 
практический способ. 
Сообщим системе возможное перемещение δφ1 > 0, δφ2 = 0                
(рис. 24.8,а). При таком перемещении стержень ОА повернется на угол δφ1 
вокруг точки O, а стержень АВ переместится параллельно самому себе, 
совершая поступательное перемещение. Тогда перемещения точек A и B 
будут одинаковыми и равными: δSA = δSB = 2l δφ1. 
Работа сил на таком перемещении: 
 1 FA = –P1lsinφ1δφ1–P22lδφ1 cos(90º–φ1)+ F2lδφ1 cos φ1 = 
= –3Plsinφ1δφ1+ Plcosφ1δφ1= Pl(cos φ1–3sinφ1)δφ1. 
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Рис. 24.8 
Обобщенная сила Q1: 
   11
1
1
1 sin3cos 

  PlAQ F . 
Сообщим системе возможное перемещение δφ1 = 0, δφ2 > 0. При та-
ком перемещении стержень ОА останется неподвижным, а стержень АВ 
повернется на угол δφ2 вокруг точки А (рис. 24.8,б). 
 
Вновь вычислим работу сил на таком перемещении: 
 1 FA = –P2lsinφ2δφ2 + F2l cosφ2 δφ2 = Pl(cos φ2 – sinφ2)δφ2. 
Обобщенная сила Q2: 
   22
2
2
2 sincos 



Pl
A
Q F . 
Итак, обобщенные силы, соответствующие выбранным обобщенным 
координатам φ1 и φ2, имеют вид 
 111 sin3cos   PlQ ; 
 222 sincos   PlQ . 
 
O 
φ1 
1P

 
A 
2P

 
F

 
O 
φ1 
1P

 
A 
φ2 
2P

 
B 
F

 
δφ1 
δSA 
90º-φ1 
δSB 
B 
φ1 
δφ1>0, δφ2=0 
δφ2 
δφ1=0, δφ2>0 
а б 
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24.3. Условия равновесия системы в обобщенных                             
координатах 
В соответствии с принципом возможных перемещений необходи-
мым и достаточным условием равновесия системы является равенство ну-
лю суммы элементарных работ всех активных сил на любом возможном 
перемещении из равновесного положения, т.е. 
0 S
S
SF rFA

  
или в обобщенных координатах 
 0
1
 

N
j
jjF qQA  . (24.12) 
Выше было отмечено, что обобщенные координаты (и их вариации) 
независимы, поэтому все коэффициенты Qj в равенстве (24.12) равны нулю: 
 Q1 = 0,   Q2 = 0, ... ,   QN = 0. (24.13) 
Действительно, сообщив системе перемещение δq1 ≠ 0, δq2 = 0, ... , 
δqN = 0, получим из (24.12) Q1 δq1 = 0 и, следовательно, Q1 = 0. 
Аналогично устанавливается необходимость остальных равенств для 
равновесия системы. Достаточность равенств Qj = 0 (j = 1,2, ... , N) для рав-
новесия системы получается подстановкой их в формулу (24.12). Тогда   
0 FA , а это в силу принципа возможных перемещений достаточно для 
равновесия системы. Таким образом, для равновесия несвободной механиче-
ской системы, на которую наложены голономные,  идеальные связи, необ-
ходимо и достаточно, чтобы каждая обобщенная сила равнялась нулю: 
Qj = 0        (j = 1,2, ... , N). 
Равенства (24.13) являются условиями равновесия системы в обоб-
щенных (независимых) координатах. Число условий, как видно, равно 
числу степеней свободы. 
Для двойного физического маятника, рассмотренного в примере 24.2 
(рис. 24.8), при равновесии Q1 = 0, Q2 = 0 . Следовательно, 
cos φ1–3sinφ1 = 0;       tgφ1 = 1/3; 
cos φ2 – sinφ2 = 0;       tgφ2 = 1. 
24.4. Дифференциальные уравнения движения системы                          
в обобщенных координатах, или уравнения                     
Лагранжа II рода 
Уравнения Лагранжа II рода (или просто уравнения Лагранжа) дают 
общий, единый метод составления уравнений движения несвободных ме-
ханических систем и представляют преобразованное к обобщенным коор-
динатам общее уравнение динамики (принцип Даламбера–Лагранжа). 
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Рассмотрим движущуюся механическую систему, состоящую из n 
материальных точек и имеющую N степеней свободы. На систему нало-
жены голономные, идеальные, стационарные связи. 
Положение точек системы определяется обобщенными координата-
ми q1, q2, ... , qN , причем для координат точки, ее скорости и возможного 
перемещения справедливы формулы (24.3)–(24.5). 
Прежде чем выводить уравнения Лагранжа, получим два вспомога-
тельных тождества. 
1. Производная скорости точки по обобщенной скорости равна про-
изводной радиуса-вектора точки по обобщенной координате: 
 
j
S
j
S
j
S
q
r
q
r
q 











v
    
(S = 1, 2, … , N). (24.14) 
Доказательство этого тождества не вызывает затруднения, если 
учесть, что скорость точки связана линейным соотношением с обобщен-
ными скоростями, т.е. 
N
N
SSS
S qq
r
q
q
r
q
q
r 











 2
2
1
1
v . 
2. Производная скорости точки по обобщенной координате равна 
производной по времени от частной производной радиуса-вектора по 
обобщенной координате: 
 
















j
S
j
S
j
S
q
r
dt
d
q
r
q
 
v
. (24.15) 
Справедливость этого тождества следует из переместительности 
операций полного дифференцирования по времени и частного – по обоб-
щенной координате: 
j
SS
jj
S
qdt
rd
qq
r
dt
d



















 v

. 
Перейдем к выводу уравнений Лагранжа. Для движущейся механи-
ческой системы запишем общее уравнение динамики 
0 AAF   
или 
0
v
1





 

n
S
S
S
SS rdt
d
mF

 . 
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Первая сумма 


N
j
jj
n
S
SS qQrF
11


 – работа активных сил на любом 
возможном перемещении выражена через обобщенные силы в (24.7). 
Преобразуем вторую сумму, используя формулу (24.5) для возмож-
ного перемещения: 
  
  














N
j
j
n
S j
SS
Sj
n
S
N
j j
SS
S
n
S
S
S
S qq
r
dt
d
mq
q
r
dt
d
mr
dt
d
m
1 11 11
vvv


. 
Выражение, стоящее в скобках, представляет собой взятую со зна-
ком "минус" обобщенную силу инерции: 






n
S j
SS
Sj q
r
dt
d
mQ
1
v

. 
Тогда вторая сумма в общем уравнении динамики, представляющая 
работу сил инерции на любом возможном перемещении, может быть вы-
ражена через обобщенные силы инерции: 
 




N
j
jj
n
S
S
S
S qQrdt
d
m
11
v

 . 
Покажем, что 
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n
S j
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Sj q
T
q
T
dt
d
q
r
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d
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




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

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1
v
, (24.16) 
где Т – кинетическая энергия системы, 
2
v2SSmT . 
Действительно, 
 
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d
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v
1
. 
Используя тождества (24.l4) и (24.l5), запишем это выражение в виде 
,
2
v
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v
v
v
v
v
v
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что и требовалось доказать. 
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Общее уравнение динамики с использованием обобщенных сил и 
обобщенных координат может быть переписано в виде 
  0v
11





  



N
j
jjj
n
S
S
S
SS qQQrdt
d
mF 

. 
Подставляя обобщенную силу инерции из (24.16), получим 
0










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







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
S
j
jj
j qq
T
q
T
dt
d
Q 

. 
В силу независимости вариаций обобщенных координат все коэф-
фициенты при δqj (выражения в скобках) должны быть равны нулю. Тогда 
получим систему уравнений 
 j
jj
Q
q
T
q
T
dt
d
















     (j = 1, 2, … , N). (24.17) 
Эти уравнения и называются уравнениями Лагранжа II рода, или 
уравнениями движения системы в обобщенных координатах. Число урав-
нений равно числу степеней свободы. Следует отметить, что в уравнения 
не входят реакции идеальных связей. 
Уравнения Лагранжа представляют собой систему N обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка относительно обобщен-
ных координат. Интегрируя эти дифференциальные уравнения и опреде-
ляя по начальным условиям произвольные постоянные, получаем N урав-
нений движения системы в обобщенных координатах: 
 qj = qj(t)    (j = 1, 2, … , N).  (24.18) 
Уравнения Лагранжа широко используются при решении задач о 
движении несвободных систем с одной или несколькими степенями сво-
боды. Особенно удобны они при составлении уравнений движения с не-
сколькими степенями свободы. Уравнения Лагранжа можно использовать 
независимо от того, сколько тел входит в систему, как движутся эти тела и 
какое движение (абсолютное или относительное) рассматривается. Для 
составления уравнений Лагранжа нужно уметь вычислять кинетическую 
энергию системы и обобщенные силы. 
При решении задач с помощью уравнений Лагранжа рекомендуется 
следующая методика (план решения). 
1. Выбрать объект – механическую систему и изобразить ее в произ-
вольный момент времени. 
2. Определить число степеней свободы, выбрать и изобразить обоб-
щенные координаты, указав начало их отсчета и положительное направ-
ление. 
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3. Показать все активные силы, действующие на систему (реакции 
идеальных связей не показывать, так как связи не отбрасываются). 
4. Записать в общем виде уравнения Лагранжа для выбранных обоб-
щенных координат. 
5. Вычислить обобщенные силы, соответствующие выбранным 
обобщенным координатам. 
6. Определить кинетическую энергию системы в абсолютном движе-
нии и выразить ее через обобщенные координаты и обобщенные скорости. 
7. Вычислить частные производные от кинетической энергии, вхо-
дящие в уравнения Лагранжа. 
8. Подставить эти производные и обобщенные силы в уравнения Ла-
гранжа. 
9. Проинтегрировать, если это требуется, полученную систему урав-
нений и по начальным условиям определить произвольные постоянные 
интегрирования. 
Рассмотрим примеры на составление уравнений Лагранжа. 
Пример 24.3. Однородный круглый цилиндр обмотан посредине 
тонкой нитью, другой конец которой закреплен неподвижно (рис. 24.9). 
Цилиндр падает без начальной скорости, разматывая нить. Соста-
вить уравнение движения центра масс (точки С). 
Решение 
1. Система – цилиндр. 
2. N = 1, q = у – обобщенной коорди-
натой является декартова координата, 
определяющая положение точки С. 
3. Активные силы – Р, связи идеаль-
ные (нерастяжимая нить). 
4. Уравнение Лагранжа 
Q
y
T
y
T
dt
d














 . 
5. Сообщим координате у прираще-
ние δу > 0 и вычислим элементарную работу:    yPA yF   , 
 
mgP
y
yP
y
A
Q y
F
y 





. 
 
y 
Pv C 
δy 
Рис. 24.9 
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6. Цилиндр совершает плоскопраллельное движение, и кинетическая 
энергия  
2222
4
3
v
4
3
2
1
v
2
1
ymmJmT CCZC   . 
7. Производные от кинетической энергии: 
0,
2
3
,
2
3

















y
T
ym
y
T
dt
d
ym
y
T 


 . 
8. Уравнение Лагранжа 
gymgym
3
2
,
2
3
  , 
21
2
1 3
1
,
3
2
CtCgtyCgty  . 
При t = 0    у = 0,   0y , следовательно, C1 = 0,   C2 = 0,    
2
3
1
gty   – уравнение движения точки С. 
Пример 24.4.  Призма 2 массой m2 скользит по гладкой боковой гра-
ни призмы 1 массой m1, образующей угол α с горизонтом. Определить 
ускорение призмы 1, считая что горизонтальная поверхность является 
гладкой (рис. 24.10,a). Призма 1 движется поступательно, а движение 
призмы 2 является сложным (пример 22.3). 
Абсолютная скорость призмы 2: 
re vvv2

 , 
cosvv2vvv 2222 rere   
 
или, учитывая, что ve = v1, где v1 – скорость призмы 1, 
cosvv2vvv 1
22
1
2
2 rr  . 
Решение 
1.  Система – две призмы. 
2. N = 2,     q1 = x,     q2 = S,     причем x – абсолютная координата, S – отно-
сительная координата (рис. 24.10,б). 
3. Активные силы – 1P

 и  2P

, связи идеальные. 
4. Уравнения Лагранжа:  
xQx
T
x
T
dt
d














 ,          SQS
T
S
T
dt
d





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



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



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5. Вычислим обобщенную силу Qx. Сообщим системе возможное переме-
щение, когда координата х получает приращение δx>0, а координата S при 
этом не меняется, т.е. δS = 0, и вычислим работу активных сил на этом пе-
ремещении (рис. 24.10,в). 
  090cos90cos 21   xPxPA xF  ; 
 
.0 
x
A
Q xFx 

 
Найдем обобщенную силу QS. Сообщим системе возможное пере-
мещение δх = 0, δS > 0, когда только координата S получает приращение 
(рис. 24.10,г), и вычислим работу всех активных сил на этом перемеще-
нии: 
  SgmSPA SF  sinsin 22  ; 
 



sin2gmS
A
Q SFS 

. 
6. Кинетическая энергия в действительном движении 
2
22
2
1121 v2
1
v
2
1
mmTTT  , 
где v1 и v2 – абсолютные скорости.  
 а б 
в г 
δx>0, δS=0 δx=0, δS>0 
Рис. 24.10 
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При этом 
cos2vиv,v
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7. Производные от кинетической энергии: 
  0,cos221 




x
T
Smxmm
x
T


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 Smxmm
x
T
dt
d











; 
0,cos 22 




S
T
Smxm
S
T 

 ; 

 Smxm
S
T
dt
d
22 cos 









 . 
8. Уравнения Лагранжа II рода: 
  0cos221  
 Smxmm . 
 sincos 222 gmSmxm 

. 
Ускорение призмы 1: 


2
21
2
sin
2sin
2
1
mm
m
gx



. 
Рекомендуется еще раз рассмотреть пример 23.3 и сравнить полу-
ченные решения.  
24.5. Уравнения Лагранжа II рода для консервативной                          
системы 
Консервативной называют систему, на которую действуют потенци-
альные силы и для которой справедлив закон сохранения механической 
энергии. 
Пусть П = П(xl, y1, z1, х2, у2, z2, ... , хn, уn, zn) – потенциальная энергия 
системы. Она, как известно, равна работе потенциальных сил при перехо-
де системы из рассматриваемого положения в нулевое. Например, потен-
циальная энергия поднятого на высоту z тела равна mgz, потенциальная 
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энергия растянутой (сжатой) пружины равна 
2
2cx
. Если положение систе-
мы задается обобщенными координатами q1, q2, ... , qN, то потенциальная 
энергия будет функцией обобщенных координат: 
 П = П(q1, q2, … , qN). (24.19) 
Полезно вспомнить, что кинетическая энергия системы зависит в 
общем случае от обобщенных координат и обобщенных скоростей: 
 





 NN qqqqqqTT
  ,,,,,,, 2121 . (24.20) 
Введем в рассмотрение функцию L, равную разности кинетической и 
потенциальной энергий системы: 
 L = T – П. (24.21) 
Эту функцию называют кинетическим потенциалом или функцией 
Лагранжа. Функция Лагранжа, как нетрудно видеть, зависит от обоб-
щенных координат и обобщенных скоростей: 
 





 NN qqqqqqLL
  ,,,,,,, 2121 . (24.22) 
Рассмотрим структуру уравнений Лагранжа для консервативной си-
стемы: 
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       (j = 1, 2, … , N).  
Вычислим производные от кинетической энергии, учитывая, что              
T = L + П: 
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, 
так как потенциальная энергия не зависит от обобщенных скоростей. 
jjj q
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
, 
так как и потенцальная энергия, и функция Лагранжа зависят от обобщен-
ных координат. 
Учтем также, что 
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Обобщенные силы для консервативной системы определяются вы-
ражением 
j
j q
П
Q


     (j = 1, 2, … , N). 
Подставляя производные от кинетической энергии и обобщенные 
силы в уравнения Лагранжа, получаем для консервативной системы 
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или окончательно 
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(j = 1, 2, … , N). (24.23) 
Уравнения (24.23) называют уравнениями Лагранжа II рода для кон-
сервативной системы. Для составления этих уравнений требуется знание 
одной лишь функции  ),(

qqL  – функции Лагранжа. 
Замечание. Если на механическую систему помимо потенциальных 
сил действуют и непотенциальные, например силы сопротивления, то 
уравнения Лагранжа II рода можно представить в следующей форме: 
j
jj
Q
q
L
q
L
dt
d














    
(j = 1, 2, … , N), 
где по-прежнему L = T – П, а в правой части стоят обобщенные силы, вы-
численные, как обычно, только для непотенциальных сил. 
24.6. Циклические координаты, циклические интегралы 
Обобщенные координаты, которые не входят явно в выражение ки-
нетического потенциала L, называют циклическими координатами.  
Пусть, например, q1 – циклическая координата, т.е. L не зависит явно 
от q1. Тогда 0
1



q
L
, и уравнение Лагранжа примет вид 
0
1













q
L
dt
d
, 
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откуда const)(1
1
С
q
L



 . 
Это равенство называют циклическим интегралом.  
В общем случае, когда среди N обобщенных координат системы есть 
несколько циклических, например k (k < N) , то для этих координат 
0


q
L
    
(α = 1, 2, … , k). 
В этом случае будет существовать k циклических интегралов 
 
)const(

С
q
L




(α = 1, 2, … , k). 
Приведем пример циклических координат и циклических интегралов 
Пусть изучается движение свободной материальной точки под дей-
ствием силы тяжести (рис. 24.11). 
 
 
Примем декартовы координаты за 
обобщенные: 
q1 = x,  q2 = y, q3 = z. 
Кинетическая энергия точки 









2222
2
1
v
2
1 
zyxmmT . 
Потенциальная энергия 
П = mgz. 
Кинетический потенциал 
),,,(
2
1 222 
zyxzLmgzzyxmПTL 








 
Кинетический потенциал L не зависит явно от координат х, у. Сле-
довательно, координаты х, у – циклические. Тогда 
21 , Сym
y
L
Сxm
x
L





 


 , 
т.е. проекции скорости точки на горизонтальные оси координат не изменя-
ются во время движения (закон сохранения проекций количества движения). 
 z 
O 
x 
y 
y 
x 
z 
M 
P

 
Рис. 24.11 
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Пример 24.5 (движение консервативной системы) 
Определить движение системы, состоящей из двух грузов, находя-
щихся на гладкой горизонтальной плоскости и соединенных пружиной 
жесткости с (рис. 24.12,а). Массы грузов m1 и m2, длина недеформирован-
ной пружины lН. В начальный момент времени t0 = 0 грузу 1 сообщена 
начальная скорость v0 , направлен-
ная вправо, груз 2 был неподвижен, 
пружина недеформирована. Массой 
пружины пренебречь. 
Решение 
1. Рассмотрим систему двух грузов, 
связанных пружиной, изобразим ее 
в произвольный момент t > 0. 
2. Положение грузов будем опре-
делять обобщенными координатами 
q1 = x1,  q2 = x2, отсчитывая их от не-
подвижных точек O1 и О2, причем O1O2 = lH (рис. 24.12,б). Допустим, что 
пружина растянута, т.е. х1 < х2. 
3. На систему действуют активные внешние силы тяжести P1 и Р2 и внут-
ренние активные силы упругости F1 = F2 = cλ, где λ = x2 – x1. 
4. Система является консервативной, связи идеальные (гладкая поверх-
ность), и уравнения движения будем составлять в форме 
0













jj x
L
x
L
dt
d
     (j = 1, 2), 
где L = T – П. 
5. Кинетическая энергия системы 
T = T1 + T2, 
2
22
2
11
2
22
2
11 2
1
2
1
v
2
1
v
2
1  xmxmmmT  . 
Потенциальная энергия растянутой пружины 
 2122 2
1
2
1
xxссП   . 
Функция Лагранжа  212222211 2
1
2
1
2
1
xxcxmxmL   , 
здесь 





 2121 ,,, xxxxLL

 зависит от всех обобщенных координат, т.е. 
циклических координат нет. 
 
Рис. 24.12 
а 
б 
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6. Вычисляем частные производные от функции 





 xxLL , : 
 12
1
11
1
, xxc
x
L
xm
x
L





 
 , 
 12
2
22
2
, xxc
x
L
xm
x
L





 
  
и подставляем их в уравнения Лагранжа. 
 
 
 





.0
,0
1222
1211
xxcxm
xxcxm


 
7. Проинтегрируем систему  двух дифференциальных уравнений второго 
порядка. Складывая уравнения, получим 
02211 
 xmxm , 
12211 Cxmxm 
 , (24.24) 
212211 CtCxmxm  . (24.25) 
Соотношение (24.24) выражает закон сохранения проекций количе-
ства движения системы на ось х . 
Перепишем уравнения из пункта 6 в виде 
 12
1
1 xxm
c
x  , 
 12
2
2 xxm
c
x 

 . 
Введем обозначение у = х2 – x1 и , вычитая из второго уравнения пер-
вое, получим 
02  yky  , 
где 
 
21
21
21
2 11
mm
mmc
mm
ck







 . 
Это дифференциальное уравнение свободных гармонических коле-
баний, решение которого: 
 ktCktCxxy sincos 4312  , (24.26) 
 ktkCktkCxxy cossin 4312 
 . (24.27) 
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С помощью начальных условий, заданных в формулировке задачи 
(при t = 0 x1 = 0, x2 = 0, 01 v

x , 02 

x ), найдем произвольные постоянные 
интегрирования: 
m1v0 = C1,     0 = C2,     0 = C3,     –v0 = C4k. 
Тогда 






kt
k
xx
tmxmxm
sin
v
,v
0
12
012211
 
и закон движения системы имеет вид 





 

 kt
k
m
tm
mm
x sin
v 2
1
21
0
1 , 





 

 kt
k
m
tm
mm
x sin
v 1
1
21
0
2 . 
Замечание. Если в рассмотренном примере (рис. 24.13) за обобщен-
ные координаты выбрать q1 = x1 и q2 = y, где у – деформация (удлинение) 
пружины – является координатой груза 2 в относительном движении, то 
скорости грузов в абсолютном движении будут 

11v x и 

yx  12v . Тогда 
кинетическая энергия примет вид 
   2212212121 2
1
2
1
ymyxmxmmTTT  . 
Потенциальная энергия   2
2
1
cyΠ    и кинетический потенциал 
  222122121 2
1
2
1
2
1
cyymyxmxmmПTL   . 
 
Рис. 24.13 
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В этом случае ,,, 





 yyxLL   т.е. координата q1 = x1 будет цикличе-
ской и, следовательно, существует циклический интеграл уравнений Ла-
гранжа, который выражает закон сохранения количества движения систе-
мы. Для новых обобщенных координат начальные условия будут следую-
щими: t = 0,  х = 0,  01 v

x ,  y = 0,   0v

y , что позволяет найти постоян-
ные интегрирования. 
Уравнения Лагранжа II рода сыграли решающую роль в развитии 
динамики системы и широко используются для решения многих задач ме-
ханики. В частности, уравнения Лагранжа II рода используются для со-
ставления общего уравнения движения машины, представляющей собой 
совокупность твердых тел, соединенных между собой. 
 
 
 
Вопросы для самопроверки 
 
1. Какие координаты механической системы называют обобщенными и 
чем определяется их количество в решаемых задачах? Как проверить 
являются ли выбранные координаты обобщенными? 
2. От чего зависит размерность обобщенных скоростей и обобщенных 
сил? 
3. Чем определяется количество обобщенных сил в задачах и каковы  
способы нахождения этих сил? 
4. Как записывается принцип возможных перемещений в обобщенных 
координатах (условие равновесия системы)? 
5. Исключение каких сил из уравнений Лагранжа делает их удобными 
для решения задач о движении несвободных механических систем? 
6. Входят ли в уравнения Лагранжа внутренние силы? 
7. Как записываются уравнения Лагранжа для консервативных систем? 
8. Как определяется функция Лагранжа? 
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Глава 25. Колебания механических систем с одной                     
или двумя степенями свободы 
В пятнадцатой главе были рассмотрены свободные и вынужденные 
колебания материальной точки. Напомним: если на точку действуют вос-
станавливающая сила и сила сопротивления, то точка совершает свобод-
ные колебания, дифференциальное уравнение которых имеет вид 
02 2  xkxnx  . 
Если на точку действует дополнительно возмущающая сила, изме-
няющаяся по периодическому закону, то точка совершает вынужденные 
колебания, которые описываются дифференциальным уравнением 
pthxkxnx sin2 2  

. 
В данной главе рассматриваются свободные и вынужденные колеба-
ния механической системы. Во многих областях техники приходится рас-
сматривать задачи, связанные с колебаниями (например, вибрации машин 
и их звеньев, вибрации инженерных сооружений, автомобилей, судов, са-
молетов и т. д.). Как будет далее показано, в случае малых колебаний си-
стем с одной степенью свободы (N = 1) математический аппарат исследо-
вания полностью совпадает с задачей прямолинейных колебаний матери-
альной точки. Свободные и вынужденные колебания системы с двумя 
степенями свободы (N = 2) описываются совокупностью двух дифферен-
циальных уравнений второго порядка относительно обобщенных коорди-
нат q1, q2. Эти уравнения будут получены в настоящей главе. 
Основные свойства малых колебаний механических систем с одной 
или двумя степенями свободы рассматриваются на основе применений 
уравнений Лагранжа II рода. Возможно также использование других ме-
тодов – общих теорем динамики, принципа Даламбера–Лагранжа. Меха-
ническая система может совершать малые колебания только вблизи 
устойчивого положения равновесия. Обобщенные координаты системы в 
положении равновесия принимаются равными нулю, т. е. отсчитываются 
от этого положения. 
Для рассмотрения малых колебаний следует дать определение 
устойчивости положения равновесия системы и установить условия, при 
выполнении которых положение равновесия является устойчивым. 
25.1. Определение устойчивости положения равновесия. 
Теорема Лагранжа–Дирихле 
Для наглядности рассмотрим положение равновесия на примере од-
ного твердого тела. Пусть таким телом является стержень с горизонталь-
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ной осью вращения, проходящей через точку О, или шарик на криволи-
нейной поверхности (рис. 25.1,а,б,в). 
 
 
 
Стержень имеет два положения равновесия: φ = 0º и φ = 180º. В по-
ложении равновесия силы, действующие на стержень, образуют уравно-
вешенную систему сил.  
Для того чтобы установить, будет ли рассматриваемое положение 
равновесия устойчивым, следует дать стержню достаточно малое началь-
ное отклонение от положения равновесия, а в общем случае сообщить ему 
достаточно малую начальную угловую скорость и рассмотреть его после-
дующее движение. Для простоты ограничимся только малым начальным 
отклонением. В отклоненном положении силы, действующие на стержень 
(сила тяжести и реакция в точке О), уже не являются уравновешенными.  
Если силы стремятся вернуть стержень в положение равновесия, то 
такое положение равновесия считается устойчивым. 
В случае, когда силы еще дальше удаляют стержень от положения 
равновесия, оно является неустойчивым. 
Если стержень, получив любое малое начальное отклонение от по-
ложения равновесия, остается в равновесии в новом отклоненном положе-
нии, то такое положение равновесия называется безразличным. 
Положение равновесия стержня при φ = 0 (см. рис. 25.1,а) является 
устойчивым, так как при начальном его отклонении на малый угол тан-
Рис. 25.1 
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генциальная составляющая силы тяжести стремится вернуть его в поло-
жение равновесия. 
Положение равновесия стержня при φ = 180º может служить приме-
ром неустойчивого положения равновесия (рис. 25.1,б). Тангенциальная 
составляющая силы тяжести в отклоненном положении стремится откло-
нить его еще дальше от положения равновесия. 
На рис. 25.1,в показано безразличное положение равновесия стерж-
ня, у которого точка закрепления О совпадает с центром тяжести. В этом 
случае силы, приложенные к стержню, образуют уравновешенную систе-
му сил при любом начальном его отклонении от первоначального поло-
жения равновесия. 
В общем случае, кроме начального отклонения, стержню можно со-
общить еще и некоторую достаточно малую начальную угловую скорость. 
Естественно, что тогда случай безразличного положения равновесия 
стержня следует отнести к неустойчивому положению равновесия. 
Все изложенное о положении равновесия стержня характерно не 
только для любого твердого тела (для шарика рекомендуется повторить 
рассуждения самостоятельно), но и для любой механической системы. 
Наибольший интерес представляет устойчивое положение равновесия. 
Система, выведенная из положения равновесия достаточно малыми воз-
мущениями в виде начальных отклонений и скоростей, которые сообща-
ются точкам системы, совершает колебания около положения равновесия 
или приближается к нему без колебаний. При неустойчивом положении 
равновесия начальные возмущения приводят к тому, что система при 
дальнейшем движении все дальше и дальше удаляется от положения рав-
новесия. 
Таким образом, прежде всего необходимо установить характер по-
ложения равновесия системы. Для этого потребуется ввести точное поня-
тие устойчивости положения равновесия системы. Строгое определение 
понятия устойчивости движения и, в частности, положения равновесия 
было дано в работе русского ученого механика А.М. Ляпунова1. Приведем 
это определение для системы с двумя степенями свободы. 
Начальное возмущение системы (начальные условия) состоит в об-
щем случае из начальных значений обобщенных координат 02
0
1 , qq  и 
начальных обобщенных скоростей 02
0
1 ,
 qq . 
                                       
1 А.М. Ляпунов (1859–1918), профессор Харьковского университета, академик Петербург-
ской академии наук, создатель общей теории устойчивости движения. 
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По Ляпунову, равновесие системы называется устойчивым, если 
для всякого как угодно малого положительного числа ε можно выбрать 
два других положительных числа η1 и η2, что при начальных возмущениях, 
удовлетворяющих условиям 
1
0 jq     ,         2
0 jq , 
в дальнейшем движении механической системы выполняются условия 
)(tq j  
для каждой обобщенной координаты (j = 1, 2). 
В положении равновесия механической системы каждая обобщенная 
сила Qj равна нулю. Для случая потенциального силового поля обобщен-
ные силы через потенциальную энергию выражаются по формулам 
j
j q
Q


       (j = 1, 2). 
Следовательно, в положении равновесия 0


jq
 и потенциальная 
энергия при этом достигает экстремального значения. 
Теорема об устойчивости положения равновесия –                                            
теорема Лагранжа–Дирихле1 
Теорема Лагранжа–Дирихле устанавливает достаточные условия 
устойчивости положения равновесия и формулируется следующим обра-
зом: для устойчивости положения равновесия консервативной механиче-
ской системы достаточно, чтобы потенциальная энергия системы в 
этом положении имела изолированный минимум. 
Для простоты рассуждений докажем теорему для системы с одной 
степенью свободы, на которую наложены голономные, идеальные и ста-
ционарные связи. Система находится в потенциальном силовом поле. 
Примем значение потенциальной энергии равным нулю в положении рав-
новесия системы при q = 0, т. е. будем считать П(0) = 0. 
Согласно условию теоремы, в положении равновесия системы по-
тенциальная энергия имеет изолированный минимум. Следовательно,     
Пmin = П(0) = 0 и функция П(q) в малой окрестности q = 0 принимает толь-
ко положительные значения (рис. 25.2). 
Докажем, что существуют такие малые возмущения системы, при 
которых координата )(tq  в дальнейшем движении системы.  
 
                                       
1 Дирихле Густав Лежён (1805–1859), математик, дал строгое доказательство теоремы Ла-
гранжа. 
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На рис. 25.2 показана ε – окрестность обобщенной координаты, П* – 
наименьшее значение потенциальной энергии из двух граничных. 
В каждой точке интервала 12 AA   
модуль координаты q , а потенци-
альная энергия П(q) < П*. Если будет 
доказано, что в любой момент време-
ни при движении системы выполняет-
ся условие П(q) < П*, то, следователь-
но, )(tq  и положение равновесия 
будет устойчивым. 
Доказательство. Для рассмат-
риваемой консервативной механиче-
ской системы справедлив закон со-
хранения полной механической энер-
гии: 
 Т + П = Т0 + П0,                   (25.1) 
где Т0, П0 – кинетическая и потенциальная энергии в начальный момент 
времени, выражаемые через начальные величины 00 , qq . Выберем эти ве-
личины так, чтобы выполнялось неравенство 
 Т0 + П0 < П
*. (25.2) 
Это неравенство вследствие структур Т0 и П0 допускает бесчислен-
ное множество решений 00 , qq  так же, как и одно уравнение с двумя неиз-
вестными. 
Перепишем выражение (25.1) в виде 
 П(q) = (Т0 +П0) – Т. (25.3) 
Поскольку Т > 0, то, следовательно,  П(q) < Т0 + П0, а с учетом (25.2)    
П(q) < П*, а значит, координата q системы при движении удовлетворяет 
неравенству )(tq  в течение всего времени движения системы. 
Теорема Лагранжа-Дирихле для системы с одной степенью свободы 
доказана. Отметим, что аналогично доказывается теорема для системы с 
двумя и N степенями свободы. 
 
 
П(q) 
П(–ε) 
A2(–ε) 
B2 B1 
A
1
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Рис. 25.2 
П* 
П(ε) 
 
 
Глава 25. Колебания механических систем с одной или двумя степенями свободы 
449 
25.2. Колебания механической системы с одной степенью 
свободы 
Рассмотрим механическую систему, состоящую из n точек и имею-
щую одну степень свободы. На систему наложены голономные, стацио-
нарные связи. Положения всех точек системы определяются одной обоб-
щенной координатой, а скорости всех точек выражаются через одну 
обобщенную скорость: 
 )(qrr ss

 ,    
 
q
q
r
r ss


sv . (25.4) 
Колебание механической системы при N = 1 описывается одним 
уравнением Лагранжа II рода 
 Q
q
T
q
T
dt
d














 . (25.5) 
Вычислим кинетическую, потенциальную энергии системы и обоб-
щенную силу. 
Кинетическая энергия системы с одной степенью свободы 
Определим кинетическую энергию с учетом (25.4): 
 22
22
s
2
s )(
2
1
22
v
2
v 

qqAq
q
rmmm
T
s
ss
s s
ss 







   . (25.6) 
В выражении (25.6) введена функция А(q), зависящая только от 
обобщенной координаты: 
  








2
)(
q
r
mqA ss

. (25.7) 
Разлагая A(q) в окрестности точки q = 0 в ряд Тейлора (Маклорена), 
имеем 
 
















2
)0()(
2
0
2
2
0
q
q
A
q
q
A
AqA  . (25.8) 
Здесь и далее индекс 0 означает, что соответствующие величины 
следует вычислить при q = 0. Для получения в разложении кинетической 
энергии членов не выше второго порядка по отношению к q и 

q  достаточ-
но из разложения A(q) взять только постоянное значение А(0), которое 
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обозначим а. При учете других слагаемых из разложения A(q) в выраже-
нии для кинетической энергии появляются члены третьего и более высо-
кого порядка малости. 
Приближенно выражение кинетической энергии для системы с од-
ной степенью свободы в случае малых колебаний можно представить в 
виде 
 
2
2
1 
qaT  . (25.9) 
Положительная постоянная а называется коэффициентом инерции. 
По размерности коэффициент инерции является или массой, или момен-
том инерции. 
Потенциальная энергия системы с одной степенью свободы 
Потенциальная энергия системы П для стационарного силового поля 
и стационарных связей является функцией только обобщенной координа-
ты q. Разлагая ее в ряд Тейлора (Маклорена) в окрестности q = 0, получим 
 
















2
)0()(
2
0
2
2
0
q
q
q
q
q  . (25.10) 
Потенциальную энергию в положении равновесия при q = 0 примем 
равной нулю, П(0) = 0. Производная 
0








q
 есть значение обобщенной 
силы Q в положении равновесия системы, равное нулю, 0
0








q
 – по-
тенциальная энергия имеет экстремум при q = 0. 
Потенциальная энергия системы в положении равновесия имеет ми-
нимум, что является достаточным условием устойчивости положения рав-
новесия. В этом случае 0
0
2
2








q
. 
Обозначим c
q








0
2
2
, где с – коэффициент жесткости или про-
сто жесткость, который также называют квазиупругим коэффициентом. 
Таким образом, отбрасывая члены третьего и более высокого поряд-
ка, имеем 
 2
2
1
)(П сqq  . (25.11) 
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Системы, для которых потенциальная и кинетическая энергии выра-
жаются точно по формулам (25.9) и (25.11) без отбрасывания членов более 
высокого порядка, называются линейными. Их движение описывается ли-
нейными уравнениями второго порядка. Пренебрегая всеми членами вто-
рого и более высокого порядка относительно 

qqq ,, , т. е. слагаемыми, в 
которые входят квадраты этих величин, произведения и т. д.,  мы получа-
ем малые колебания системы. В случае малых колебаний функции А(q), 
П(q) принимаются такими, чтобы получилось линейное дифференциаль-
ное уравнение относительно обобщенной координаты. 
Обобщенная сила для системы с одной степенью свободы 
Обобщенную силу Q можно считать состоящей из трех частей: 
 Q = QП + QR + QB. 
Здесь QП – обобщенная сила потенциальных сил. Она выражается 
через потенциальную энергию по формуле 
 
q
Q


 ; (25.12) 
QR – обобщенная сила, которая определяется действием сил сопротивле-
ния;  
QB – обобщенная сила, которая определяется действием возмущающих 
сил, зависящих от времени. 
Рассмотрим вычисление величины QR при действии вязкого сопро-
тивления, когда силы сопротивления линейно зависят от скоростей точек: 
 ssss rbbR

 sv      (s = 1, 2, …, n), (25.13) 
где bs – постоянный коэффициент сопротивления. 
Согласно определению обобщенной силы имеем 
 
 





n
s
s
s
n
s
s
s
R
q
r
b
q
r
RQ
1
s
1
v

. (25.14) 
Для дальнейшего преобразования используем тождество Лагранжа                       
(24.14), полученное при выводе уравнений Лагранжа: 
 
q
r
q
r ss








. 
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С учетом этого выражения для QR получаем 
 

q
b
qq
bQ
n
s
s
n
s
s
R








 
 1
2
s
1
s
s 2
vv
v . (25.15) 
В выражении (25.15) введено обозначение 
  
 

n
s
n
s
ss bb
1 1
2
s
2
s
2
v
2
v

. (25.16) 
Функцию Ф называют диссипативной функцией или функцией Рэ-
лея. Эта функция по своей структуре аналогична кинетической энергии 
системы, только в неё вместо массы точек входят коэффициенты сопро-
тивления. 
Выполняя для функции Ф преобразования, аналогичные преобразо-
ваниям для кинетической энергии (рекомендуется проделать самостоя-
тельно), получим выражение диссипативной функции в виде 
 
2
2
1 
qb , (25.17) 
где положительная постоянная величина b называется обобщенным коэф-
фициентом сопротивления. 
Замечание. При решении конкретных задач для оценки влияния со-
противления на колебания при вычислении величины QR можно использо-
вать обычные способы вычисления обобщенных сил без диссипативной 
функции Рэлея. 
Подставляя значение диссипативной функции в выражение (25.15), 
получаем значение обобщенной силы, соответствующей силам сопротив-
ления: 
 

 qb
q
QR 


 . (25.18) 
Величину QB, соответствующую возмущающим силам, примем в виде 
 ptHQB sin , (25.19) 
где H – амплитуда; p – циклическая частота возмущающей силы. 
Все величины, входящие в уравнение Лагранжа II рода (25.5), опре-
делены. Если на точки системы действуют восстанавливающие силы и си-
лы сопротивления, то система совершает свободные колебания. Вычисляя 
производные, подставляя их в уравнение (25.5), учитывая, что 
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
qbcqQQQ R   , получаем дифференциальное уравнение свобод-
ных колебаний механической системы с одной степенью свободы: 
 

qbcqqa  . (25.20) 
Разделив левую и правую часть на коэффициент а (25.20), перепи-
шем в виде 
 02 2  qkqnq 

. (25.21) 
Как и для одной материальной точки, здесь 
a
b
n
2
  – коэффициент затухания (демпфирования), с-1; 
a
c
k   – циклическая частота свободных колебаний в среде без со-
противления, с-1. 
При действии на точки системы дополнительно возмущающих сил 
получаем дифференциальное уравнение вынужденных колебаний 
 ptHqbcqqa sin 

, (25.22) 
которое можно записать так: 
 pthqkqnq sin2 2 

, (25.23) 
где 
a
H
h   – отношение амплитуды возмущающей силы к коэффициенту 
инерции.  
Исследование уравнений (25.21) и (25.23) проведено в главе 15. 
Пример 25.1. Свободные колебания системы в среде без сопротив-
ления. 
Составить дифференциальное уравнение малых колебаний механи-
ческой системы, состоящей из груза 1, невесомого неподвижного блока 3 
и однородного стержня 2 длиной l (рис. 25.3,а). К стержню в точке В при-
креплена пружина, коэффициент жесткости которой с1, lOB
4
3
 . Масса 
груза m1, масса стержня m2. 
Решение. На рис. 25.3,а показана система в положении равновесия. 
В этом положении выбираем начало обобщенной координаты х, и пружи-
на имеет статическую деформацию λст. Для произвольного положения си-
стемы q = x (рис. 25.3,б) выполним кинематический анализ. 
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Груз 1 как материальная точка совершает прямолинейное движение, 
стержень 2 – вращательное движение, связь между скоростями 
v1;    
l
1
2
v
 ;   12B v4
3
v  OB . 
Связь между перемещениями имеет такой же вид: 
x;   
l
x
2 ;   xOBs 4
3
2   . 
Отметим, что координата х и угол φ2 малы, соответственно скорости 
точек А, В, С можно заменить горизонтальными составляющими. 
На рассматриваемую систему наложены идеальные связи. Показыва-
ем активные силы 21, PP

 , а действие пружины заменяем силой упругости 
)
4
3
()( ст1ст1 xcscF   . 
Система имеет одну степень свободы N = 1. Уравнение Лагранжа в 
рассматриваемом случае: 
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 . (25.24) 
Кинетическая энергия системы T = T1 + T2. Кинетическая энергия 
груза 21
2
111 2
1
v
2
1 xmmT  , кинетическая энергия стержня 
О 
О 
О 
 
λст 
A 
B 
1 
2 
x 
a 
О 
О 
О 
 
A 
B 
x 
б 
s λст 
 
 
C 
 
 
 
 
 
φ2 
 
Рис. 25.3 
3 3 
 
 
Глава 25. Колебания механических систем с одной или двумя степенями свободы 
455 
.
6
1
v
6
1v
32
1
2
1 2
2
2
122
2
1
2
22
222
xmm
l
lm
JT z    Момент инерции стержня 
принят 
3
2
2
2
lm
J z  . 
Кинетическая энергия системы: 
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1  xaxmmxmxmT  , (25.25) 
где коэффициент инерции а – приведенная масса,  
 21 3
1
mma  . (25.26) 
Потенциальная энергия системы П = ПI +ПII, где ПI – потенциальная 
энергия сил тяжести; ПII – потенциальная энергия силы упругости.  
Потенциальная энергия груза 1 (силы тяжести 1P

) gxm1
I
1  . По-
тенциальную энергию стержня (силы тяже-
сти 2P

) можно вычислить различными спо-
собами. Один из них показан на рис. 25.4. 
Cghm2
I
2  , где hC – вертикальное пере-
мещение точки С, )cos1(
2 2

l
hC ;  
2
sin2cos1 222

  . С учетом малости φ2 
22sin     
получаем   22
2
2
2
I
2 4
1
4
x
l
g
mglm 

. 
Окончательно потенциальная энергия 
сил тяжести ПI: 
 221
I
4
1
x
l
g
mgxm  . 
Потенциальная энергия пружины (силы упругости) 
  2н2к1II 2  
c
. 
Конечная деформация пружины λк = λст, начальная деформация                
λн = λст + s = λст + x
4
3
. 
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Потенциальная энергия пружины 
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9
4
3
xcxc   . 
Потенциальная энергия системы 
 21ст1
2
21 32
9
4
3
4
1
xcxcx
l
g
mgxm   . (25.27) 
Определение статической деформации пружины –                              
различные способы 
а. Расчленение системы на отдельные тела 
Равновесие стержня (рис. 25.5), когда N = m1g;  F = c1λст; 00 m ;  
0
4
3
 lFlN ;  0
4
3
ст11  сgm . 
б. Использование принципа возможных перемещений для системы 
(рис. 25.6) 
  0актA ;    011  Bст sсxgm  . 
Учитывая , что xSB  4
3
 , имеем 0
4
3
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в. Использование равенства нулю обобщенной силы в положении 
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Полагая 0
0



xx
, получаем 0
4
3
ст11  cgm . 
Выражение потенциальной энергии с учетом λст 
 222
2
1 2
1
4
1
32
9
cxx
l
g
mxc  , (25.28) 
где коэффициент жесткости  
 
l
g
mcc 21 2
1
16
9
 . (25.29) 
Определив коэффициенты а и с с использованием выражения 
(25.21), запишем дифференциальное уравнение свободных колебаний рас-
сматриваемой системы в среде без сопротивления: 
 02  xkx ,     где 
a
c
k  . 
Замечание. При устойчивом положении равновесия параметры си-
стемы должны удовлетворять условию с > 0, т. е. 0
2
1
16
9
21  l
g
mc . 
25.3. Свободные колебания системы с двумя степенями             
свободы в среде без сопротивления 
Рассмотрим механическую систему, состоящую из n точек и имею-
щую две степени свободы, N = 2. На систему наложены голономные, иде-
альные, стационарные связи и действуют потенциальные силы, вызываю-
щие колебания. 
Положения точек системы определяются двумя обобщенными коор-
динатами, а скорости точек системы выражаются через две обобщенные 
скорости: 
 
),( 21 qqrr ss
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. (25.30) 
При этом допускается, что обобщенные координаты и обобщенные 
скорости – малые величины. 
Дифференциальные уравнения свободных колебаний в среде без со-
противления получим с использованием уравнений Лагранжа II рода для 
консервативной системы: 
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А. Кинетическая энергия системы с двумя степенями свободы 
По определению кинетической энергии с учетом (25.30) имеем 
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В выражение (25.32) введены следующие обозначения: 
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Разложим каждую из этих функций в ряд Тейлора (Маклорена) 
вблизи устойчивого положения равновесия (q1 = 0, q2 = 0): 

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Введя обозначения A11(0) = a11,   A12(0) = a12,   A22(0) = a22, получим 
приближенное выражение кинетической энергии 
 







 22222112
2
111 22
1 
qaqqaqaT , (25.33) 
где постоянные величины а11, а12, а22 называются коэффициентами инер-
ции. 
Выражение кинетической энергии системы с двумя степенями сво-
боды представляет  однородную квадратичную форму, определенно по-
ложительную, коэффициенты которой удовлетворяют условиям 
 a11 > 0,    a22 > 0,    0
2212
12112
122211  aa
aa
aaa . 
Б. Потенциальная энергия системы с двумя степенями свободы 
Потенциальная энергия системы с двумя степенями свободы зависит 
только от обобщенных координат q1, q2, если связи стационарны. Разлагая 
потенциальную энергию П(q1,q2) в окрестности положения равновесия                
q1 = q2 = 0 в ряд Тейлора (Маклорена), имеем 
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Потенциальную энергию в положении равновесия П(0) принимаем 
равной нулю, П(0) = 0. Величины 0
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 как значения 
обобщенных сил в положении равновесия. Окончательно, удерживая чле-
ны второго порядка и пренебрегая членами третьего и более высокого по-
рядка, потенциальную энергию выразим в форме 
  222221122111 22
1
qсqqсqс  , (25.35) 
где постоянные величины 
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называются коэффициентами жесткости или квазиупругими коэффициен-
тами. 
Выражение потенциальной энергии также представляет квадратич-
ную форму, определенно положительную, и коэффициенты жесткости 
удовлетворяют условиям 
с11 > 0, с22 > 0, 0
2212
12112
122211  сс
сс
ссс . 
В. Дифференциальные уравнения свободных колебаний системы 
с двумя степенями свободы 
Определив кинетическую и потенциальную энергии  механической 
системы, воспользуемся уравнениями Лагранжа II рода для получения 
уравнений движения. Вычислив производные, входящие в (25.31), получа-
ем систему двух дифференциальных уравнений второго порядка относи-
тельно обобщенных координат: 
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 (25.36) 
Решение системы уравнений (25.36) следует искать в  форме 
 )sin(11  ktAq ,  )sin(22  ktAq , (25.37) 
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где постоянная k – циклическая частота колебаний; А1, А2 – амплитуды 
свободных колебаний; α – начальная фаза колебаний. Постоянные А1, А2, α 
в дальнейшем будут определены из начальных условий.  На этом этапе 
рассуждений А1, А2, k, α – неизвестные величины. 
Г. Уравнение частот 
Вычислим производные от (25.37): 
 )sin(211  ktkAq

,    )sin(222  ktkAq

. (25.38) 
Подставив выражения (25.38), (25.37) в систему уравнений (25.36), 
получим тождества, в которых постоянные коэффициенты при )sin( kt  
должны равняться нулю. При этом получается система двух однородных 
линейных алгебраических уравнений для величин А1 и А2: 
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 (25.39) 
Однородная линейная система уравнений (25.39) имеет решение от-
личное от нуля, если определитель системы равен нулю: 
 0
2
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2
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2
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2
1111 
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
kaсkaс
kaсkaс
.  
Раскрывая определитель, получаем уравнение частот: 
 0)())(( 221212
2
2222
2
1111  kaсkaсkaс . (25.40) 
Уравнение частот представляет собой биквадратное уравнение. Ре-
шив его, получаем две частоты k1 и k2. Меньшую частоту обозначают k1, 
большую – k2. Частоты k1 и k2 являются частотами свободных колебаний 
системы. Они не зависят от начальных условий и полностью определяют-
ся значениями коэффициентов инерции и жесткости. 
Если частоты равны (k1 = k2), то каждое из уравнений системы 
(25.39) является тождеством, справедливым при любых значениях А1, А2. 
Система дифференциальных уравнений (25.36) в этом случае распадается 
на два независимых уравнения. Их решение имеет вид 
 )sin( 111  ktAq ,  )sin( 222  ktAq  (25.41) 
или 
 ktCktCq sincos 211  ,    ktCktCq sincos 432  , (25.42) 
где произвольные постоянные С1, С2, С3, С4 или А1, А2, α1, α2 определяются 
из начальных условий: 
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 t = 0   011 qq  ,    
0
22 qq  ,    
0
11
 qq  ,    022
 qq  . (25.43) 
Каждая из обобщенных координат q1 и q2 изменяется по синусои-
дальному закону независимо друг от друга с одинаковыми частотами. В 
случае разных частот получим два значения обобщенных координат q1 и 
q2 , называемые главными колебаниями. 
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 (25.44) 
Здесь координаты )1(2
)1(
1 , qq  составляют первое главное колебание ча-
стоты k1; 
)2(
2
)2(
1 , qq  – второе главное колебание частоты k2. 
 
Д. Коэффициенты формы 
Из системы уравнений (25.39) можно определить только отношение 
амплитуд А1 и А2. Для первого и второго главных колебаний соответ-
ственно получаем 
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 (25.45) 
Отношения амплитуд в главных колебаниях β1 и β2 называют коэф-
фициентами формы. Из выражений (25.44) следует, что коэффициенты 
формы равны отношениям обобщенных координат в главных колебаниях: 
 
 
)1(
1
)1(
2
)1(
1
)1(
2
1
q
q
A
A
 ,      
)2(
1
)2(
2
)2(
1
)2(
2
2
q
q
A
A
 . (25.46) 
Коэффициенты формы β1 и β2 характеризуют формы главных коле-
баний. Они могут быть положительными или отрицательными. Если , 
например, β1 > 0, то 
)1(
2
)1(
1 и qq  имеют одинаковые фазы; если β1 < 0, то фа-
зы обобщенных координат )1(2
)1(
1 и qq  отличаются на π. 
Графическое изображение формы главных колебаний с использова-
нием коэффициентов формы будет показано в примере 25.2. 
 
 
 
 
Часть 3. Динамика 
462 
 
Е. Общее решение системы дифференциальных уравнений 
(25.36) и уравнения движения механической системы 
Общее решение системы дифференциальных уравнений (25.36) с ис-
пользованием коэффициентов формы (25.46) можно представить в виде 
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(25.47) 
Четыре произвольные постоянные 21
)2(
1
)1(
1 ,,, AA  определяются с 
помощью начальных условий (25.43). 
Для удобства определения произвольных постоянных общее реше-
ние обычно записывают так: 





,sincossincos
,sincossincos
242232121111
)2(
2
)1(
22
24231211
)2(
1
)1(
11
tkCtkCtkCtkCqqq
tkCtkCtkCtkCqqq

(25.48) 
где произвольные постоянные С1, С2, С3, С4 определяются по начальным 
условиям, а затем решение можно представить в форме (25.47). 
После определения произвольных постоянных получаем частное 
решение системы (25.36) или уравнения движения системы в обобщенных 
координатах. 
Свободные линейные колебания системы с двумя степенями свобо-
ды в среде без сопротивления состоят из суммы двух главных гармониче-
ских колебаний с частотами k1 и k2, которые входят в каждую обобщен-
ную координату q1 и q2. 
Замечания 
1. Полученные результаты для системы с двумя степенями свободы 
можно обобщить для системы с любым конечным числом степеней свобо-
ды (см. напр. [6, 7]). 
2. В этой же литературе [6, 7] изложено влияние линейного сопро-
тивления на свободные колебания системы с любым конечным числом 
степеней свободы. 
3. При исследовании свободных колебаний системы с двумя степе-
нями свободы можно рекомендовать нижеследующую последователь-
ность вычислений. 
3.1. Составить расчетную схему – изобразить механическую систе-
му, выбрать обобщенные координаты, показать активные силы (как пра-
вило, силы тяжести и силы упругости). 
3.2. Определить кинетическую энергию системы и установить коэф-
фициенты инерции а11, а12, а22. 
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3.3. Вычислить потенциальную энергию системы и установить ко-
эффициенты жесткости c11, c12, c22. 
3.4. Составить уравнение частот и определить частоты свободных 
колебаний k1 и k2  (k1 < k2). 
3.5. Вычислить коэффициенты формы β1, β2 и при необходимости 
изобразить графически формы главных колебаний (пример 25.2). 
3.6. Записать общее решение системы дифференциальных уравне-
ний: 
.sincossincos
,sincossincos
2422321211112
242312111
tkCtkCtkCtkCq
tkCtkCtkCtkCq
 

 
С помощью начальных условий определить произвольные постоян-
ные С1, С2, С3, С4 и получить частное решение системы уравнений – урав-
нения свободных колебаний. 
Пример 25.2. Два груза массами m1 и m2 прикреплены к недеформи-
рованным пружинам с коэффициентами жесткости с1 и с2 и отпущены без 
начальной скорости (рис. 25.7,а). Найти закон движения грузов. Рассмот-
реть частный случай, когда m1 = m2 = m, с1 = с2 = с. 
Расчетная схема показана на рис. 25.7,б. В систему включены два 
груза 1 и 2, действие пружин заме-
нено силами упругости 221 ,, FFF 

 
)( 22 FF  ;  λст1, λст2 – статические 
деформации пружин; х1, х2 – коор-
динаты, определяющие положение 
грузов и отсчитываемые от поло-
жений равновесия. 
Координаты х1, х2  выбраны в 
неподвижной системе отсчета и 
представляют собой абсолютные 
координаты. Деформации пружин 
в произвольный момент времени          
t > 0: 
пружины с жесткостью с1:     
λ1 = λст1 + х1; 
пружины с жесткостью с2:     
λ2 = λст2 + (х2 – х1). 
 
Соответственно силы упругости для произвольного положения         
системы 
 )( 11ст11 xсF   ;    )]([ 122ст222 xxсFF   . 
a б 
c1 
c2 
1 
2 
О 
λст2 
λст1 
x2 
x1 
 
 
 
 
 
О 
Рис. 25.7 
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Обобщенные координаты в данном случае q1 = x1,  q2 = x2 и кинети-
ческая энергия системы 
 222
2
11
2
22
2
11 2
1
2
1
v
2
1
v
2
1  xmxmmmT  . 
Сравнивая выражение кинетической энергии с формулой (25.33), по-
лучаем коэффициенты инерции 
 a11 = m1;     a12 = 0;     a22 = m2. 
Потенциальная энергия системы 
 П = ПI + ПII, 
где  ПI – потенциальная энергия сил тяжести;  ПII – потенциальная энер-
гия сил упругости. 
Соответственно имеем 
ПI = -m1gx1 – m2gx2, 
   2н22к222н12к11II 22  
сс
. 
Начальные и конечные деформации пружин: 
 λк1 = λст1;    λк2 = λст2;    λн1 = λст1 + х1;    λн2 = λст2 + (х2 – х1). 
Подставляя значения деформаций, получим ПII: 
 212212ст22
2
111ст11
II )(
2
1
)(
2
1
xxсxxсxсxс   . 
Окончательное выражение потенциальной энергии системы 
 212212ст22
2
111ст112211 )(2
1
)(
2
1
xxсxxсxсxсgxmgxm   . 
Определение статических деформаций λст1, λст2 
а. Равновесие всей системы и второго груза 
 –с1λст1 + m1g + m2g = 0; 
 –с2λст2 + m2g = 0. 
 
1
21
ст1 с
mm
g

 ;    g
с
m
2
2
ст2  . 
б. Использование принципа возможных перемещений 
 δx1 > 0,   δx2 = 0.     –c1λст1δх1 + m1gδx1+ c2λст2δх1 = 0; 
 δx1 = 0,   δx2 > 0.     –c2λст2δх2 + m2gδx2 = 0. 
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 g
с
mm
1
21
ст1

 ;    g
с
m
2
2
ст2  . 
в. Использование равенства нулю обобщенных сил в положении 
равновесия 
 0
0,01 21








 xx
x
,    0
0,02 21








 xx
x
; 
 0ст22ст111
0,01 21









 ccgm
x
xx
; 
 0ст222
0,02 21









cgm
x
xx
. 
 g
C
mm
1
21
ст1

 ;          g
C
m
2
2
ст2  . 
С учетом статических деформаций выражение потенциальной энер-
гии принимает вид 
 2122
2
11 )(2
1
2
1
xxcxc   
или
  
 
2
22212
2
121 2
1
)(
2
1
xcxxcxcc  . 
Сравнивая полученное значение потенциальной энергии с выраже-
нием (25.35), получаем значения коэффициентов жесткости: 
 с11 =с1 + с2;    с12 = – с2;   с22 = с2. 
Уравнение частот, согласно (25.40), 
     0222222121  ckmckmcc . 
Решив это уравнение, найдем k1 и k2 – частоты собственных колеба-
ний. Далее рассмотрим частный случай, когда m1 = m2 = m и с1 = с2 = с.     
Тогда уравнение частот запишется так: 
    02 222  сmkсmkс  
или  
 03 2242  сmckkm . 
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Решая биквадратное уравнение, получаем квадраты частот свобод-
ных (главных) колебаний: 
 
m
с
m
с
k 38,053
2
12
1  ;    m
с
k 62,01  ; 
 
m
c
m
c
k 62,253
2
12
2  ;    m
c
k 62,12  . 
По физическому смыслу при определении k1 и k2 берем только по-
ложительные значения частот. 
Коэффициенты формы, согласно (25.45), имеют следующие                   
значения: 
 62,1
2
11212
2
11111
1 



kac
kac
 ; 
 62,0
2
21212
2
21111
2 


kac
kac
  
Первое главное колебание с частотой k1 состоит из 
)1(
11
(1)
2
)1(
1 и xxx  . 
Поскольку 01  , то знаки смещений 
(1)
2
)1(
1 и xx  в первом главном колеба-
нии одинаковы и колебания грузов совпадают по фазе. Второе главное ко-
лебание с частотой k2 включает в себя смещения 
)2(
12
(2)
2
)2(
1 и xxx  . По-
скольку 02  , то знаки смещений 
(2)
2
)2(
1 и xx  противоположны и колеба-
ния грузов отличаются по фазе на π. 
Изобразим формы главных колебаний графически (рис. 25.8). На         
рис. 25.8,а показано положение системы в произвольный момент времени. 
Для изображения главных колебаний по горизонтали вправо откладываем 
положительные смещения грузов, влево – отрицательные. На рис. 25.8,б 
показано первое главное колебание.  
Координаты (1)2
)1(
1 и xx  положительны, отложены по горизонтали 
вправо, причем )1(1
)1(
2 62,1 xx  . На рис. 25.8,в показано второе  главное ко-
лебание. Координата )2(1x  положительна и отложена вправо, координата 
)2(
2x  отрицательна и отложена влево, причем 
)2(
1
)2(
2 62,0 xx  . Следует от-
метить, что точка D пружины при втором главном колебании остается все 
время неподвижной. Такие точки называются узлами. Второе главное ко-
лебание имеет один узел, первое главное колебание узлов не имеет. 
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Общее решение системы дифференциальных уравнений второго по-
рядка: 
tkCtkCtkCtkCx 242312111 sincossincos  ; 
)sincos()sincos( 24232121112 tkCtkCtkCtkCx   , 
где произвольные постоянные определяются по начальным условиям: при 
t = 0   x1 = –λст1, x2 = –λст2, 01 

x ,  02 

x . Проделав выкладки, получаем 
закон движения системы: 
tkCtkCx 23111 coscos  ; 
tkCtkCx 23112 cos62,0cos62,1  , 
где  
24,2
62,0 ст21ст
21
ст221ст
1


 



C ; 
24,2
62,1 ст21ст
21
ст211ст
3


 



C . 
 
Пример 25.3. Свободные вертикальные колебания кузова автомо-
биля. 
Масса кузова – m; радиус инерции кузова относительно оси, перпен-
дикулярной плоскости рисунка, – ρ; с1 и с2 – коэффициенты жесткости 
О 
x
2
 
x
1
 
О 
1 
2 
 
 
D 
 
 
О 
a б в 
Первое главное 
колебание 
Второе главное 
колебание 
Рис. 25.8 
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задней и передней подвески автомобиля. Центр тяжести расположен на 
расстояниях l1 и l2 от подвесок (рис. 25.9,а). Определить частоты колеба-
ний. 
 
Решение. Кузов совершает плоскопараллельное движение, характе-
ризуемое обобщенными координатами q1 = z и q2 = φ. Будем рассматри-
вать малые колебания системы, имеющей две степени свободы (N = 2). 
Активными силами являются сила тяжести P = mg и силы упругости           
F1 = с1λ1 и F2 = с2λ2, где   111 lzст  ;     222 lzст  . 
Движение кузова описывается уравнениями Лагранжа: 
 
jjj
qq
T
q
T
dt
d



















       
(j = 1, 2). 
Кинетическая энергия системы в случае плоскопараллельного дви-
жения кузова: 
 
22222
C 2
1
2
1
2
1
v
2
1 
 mzmJmT Cz  , 
где коэффициенты инерции a11 = m;  a12 = 0,  a22 = mρ
2. 
Потенциальная энергия системы имеет вид 
 222
2
11 )(2
1
)(
2
1
 lzсlzс  . 
Она вычислена только для членов второго порядка малости; слагае-
мые, содержащие члены первого порядка, в сумме равны нулю вследствие 
условия П'(0) = 0. 
Коэффициенты жесткости (квазиупругие коэффициенты) таковы: 
 c11 = c1 + c2,   c12 = l1c1– l2 c2,  2
2
21
2
122 сlсlс  . 
C 
l1 l2 
l1 l2 
C1 
C2 
φ z 
O 
a б 
Рис. 25.9 
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Уравнения Лагранжа  принимают вид 
    0221121  сlсlzссzm
 ; 
    022212122211   сlсlmzсlсl  . 
Принимая частное решение в виде y = A1sin(kt + α), φ = A2sin(kt + α), 
приходим к однородной системе уравнений для определения постоян-    
ных А1, А2: 
0)()( 222111211
2  AсlсlAссAmk ; 
0)()( 22
2
21
2
12
22
12211  AсlсlAkmAсlсl  . 
Нетривиальное решение этой системы будет существовать, если 
0)(
22
2
2
21
2
12211
2211
2
212 



kmсlсlсlсl
сlсlmkсс
k

. 
Для определения собственных частот получаем биквадратное урав-
нение 
 
0
22
2
21212
2
2
2
21
2
1214 






 



 m
llсс
k
m
сlсl
m
сс
k . 
Как правило, это уравнение имеет различные корни k1 и k2 – частоты 
главных колебаний. 
25.4. Вынужденные колебания системы с двумя степенями 
свободы в среде без сопротивления 
Рассмотрим вынужденные колебания системы с двумя степенями 
свободы без учета сопротивления под действием гармонических возму-
щающих обобщенных сил определенной частоты. 
Обобщенные силы имеют две составляющие: 
 Bjjj QQQ 
    (j = 1, 2), (25.49) 
где jQ  – обобщенная сила потенциальных сил, 
j
j q
Q


 ; 
 BjQ  – обобщенная сила, получаемая от возмущающих сил, зависящих 
от времени, причем в простейшем случае примем 
 ptHtQ sin)( 11  ,    ptHtQ sin)( 22  , (25.50) 
где Н1, Н2 – амплитуда возмущающих сил; 
 p – частота (предполагаем, что p1 = p2). 
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Дифференциальные уравнения движения системы, кинетическая и 
потенциальная энергии которой выражаются формулами (25.33) и (25.35), 
будут иметь вид 
 






.sin
,sin
2222222112112
1212212111111
ptHqcqaqcqa
ptHqcqaqcqa


 (25.51) 
Общее решение этой системы дифференциальных уравнений являет-
ся суммой общего решения соответствующей системы однородных урав-
нений, т. е. системы (25.36), и частного решения системы (25.51), не зави-
сящего от начальных условий. 
Частное решение системы (25.51), представляющее вынужденные 
колебания системы, можно искать в виде синусоидальных функций той же 
частоты и фазы: 
 ptBq sin11  ,    ptBq sin22  , (25.52) 
где В1, В2 – амплитуды вынужденных колебаний, подлежащие определе-
нию. 
Рассмотрим процедуру их вычисления. Вычислив производные 
11,

qq , подставив (25.52) и вторые производные в систему (25.51) после 
сокращения на общий множитель sinpt, получим два алгебраических 
уравнения для определения неизвестных амплитуд В1 и В2: 
 





.)()(
,)()(
22
2
22221
2
1212
12
2
12121
2
1111
HBpacBpac
HBpacBpac
 (25.53) 
Для нахождения решения системы (25.53) воспользуемся формулами 
Крамера. Предполагая, что определитель этой системы 
     22121222222211112 )( pacpacpacp   (25.54) 
отличен от нуля, находим 
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где определители Δ1 и Δ2 имеют следующие значения: 
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Определив неизвестные В1 и В2, получаем частное решение системы 
(25.51), т. е. закон вынужденных колебаний (25.52). 
Заметим, что правая часть выражения (25.54) имеет ту же форму, что 
и уравнение (25.40), определяющее частоты главных колебаний. Поэтому 
знаменатель в формулах (25.55) обращается в нуль при p = k1 или p = k2. 
Совпадение частоты возмущающей силы с одной из частот свободных ко-
лебаний при отсутствии сил сопротивления характеризуется возрастанием 
амплитуд колебаний с течением времени – явлением резонанса. Поэтому 
частное решение системы дифференциальных уравнений (25.51) в услови-
ях резонанса следует искать в форме, отличной от (25.52), или же учиты-
вать силы сопротивления движению. 
Отметим, что при наличии сопротивления среды амплитуды вынуж-
денных колебаний при резонансе будут иметь конечное значение. На      
рис. 25.10 приведен качественный вид амплитудно-частотной характери-
стики для амплитуды В1 в среде без сопротивления  (рис. 25.10,а) и в сре-
де с сопротивлением  (рис. 25.10,б). 
Аналогичный вид имеет амплитудно-частотная характеристика для 
амплитуды В2. 
 
Пример 25.4. Динамический гаситель колебаний (рис. 25.11). 
Груз массой m1, присоединенный к неподвижному основанию пру-
жиной жесткостью с1, находится под действием синусоидальной возму-
щающей силы Q = Hsinpt. К этому грузу присоединен второй груз мас-   
сой m2. Жесткость пружины, соединяющей грузы между собой,  равна с2. 
Покажем, что при надлежащем подборе величин m2 и с2 вынужденные ко-
B1 
p k1 k2 О 
B1 
p k1 k2 О 
Рис. 25.10 
а б 
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лебания первого груза, обусловленные действи-
ем на него возмущающей силы, могут быть по-
гашены. 
Решение. Схема, приведенная на                 
рис. 25.11, полностью соответствует расчетной 
схеме, рассмотренной в примере 25.2. Поэтому 
коэффициенты инерции и жесткости  
a11 = m1,    a12 = 0,    a22 = m2; 
с11 = с1 + с2,    с12 = –с2,    с22 = с2. 
Дифференциальные уравнения движения 
системы имеют вид 
   ptHxcxccxm sin2212111 

; 
 0222212  xcxmxc
 . 
По формулам (25.55), (25.56) находим 
 tppmcH
p
x sin)(
)(
1 2
2221


 ;    tpHc
p
x sin
)(
1
222 
 , 
где 22
2
22
2
121
2 ))(()( cpmcpmccp  . 
Если подобрать с2 и m2 так, чтобы 
 
2
22
m
c
p  , 
то окажется, что 
 x1 = 0,    tp
c
H
x sin
2
2  . 
Амплитуда вынужденных колебаний первого груза оказывается рав-
ной нулю. Этот результат можно объяснить так: в любой момент времени 
реакция второго груза уравновешивает приложенную к первому грузу 
возмущающую силу. Однако не следует думать, что указанным способом 
можно успокоить колебания большой массы m1 при помощи массы m2, 
произвольно малой, если надлежащим образом подобрать жест-                   
кость с2. Действительно, при малой массе m2 и данной частоте p амплиту-
да колебаний массы m2, равная 
)( 22 pm
H
, может оказаться очень большой, 
что приведет к соударению первого и второго грузов. Следует отметить, 
m2 
m1 
c2 
c1 
 
Рис. 25.11 
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что применение динамического гасителя допустимо лишь при строго фик-
сированной частоте возмущающей силы, так как при малом изменении 
этой частоты не исключен случай резонанса с одним из главных колеба-
ний системы, т. е. совпадение частоты p с одной из частот k1 и k2. 
 
Вопросы для самопроверки 
1. Какое положение равновесия называется устойчивым? Дайте опреде-
ление устойчивости положения равновесия и сформулируйте теорему 
о его устойчивости. 
2. Покажите, при каких значениях параметров системы, рассмотренной в 
примере 25.1, положение равновесия будет устойчивым. Для этого вы-
числите 0
0



xx
, проверив при этом знак 
0
2
2



x
x
. 
3. Приведите вычисления кинетической и потенциальной энергии системы 
с одной степенью свободы, учитывая, что )(qrr ss

   (s = 1, 2, …, n). 
4. Приведите вычисления кинетической и потенциальной энергии системы 
с двумя степенями свободы. Составьте дифференциальные уравнения 
свободных колебаний в среде без сопротивления. 
5. Получите уравнение частот для системы с двумя степенями свободы. 
6. Какой вид имеют дифференциальные уравнения вынужденных коле-
баний системы с двумя степенями свободы в среде без сопротивления? 
Как записываются уравнения вынужденных колебаний системы с дву-
мя степенями свободы, если возмущающие силы имеют вид 
ptHQB sin11  ,    ptHQ
B sin22  ? 
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